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Resumo
Desde os anos 70 do século XX, altura em que os mercados financeiros começaram a ter
maior liquidez, têm sido publicados inúmeros modelos matemáticos com aplicações por
exemplo na previsão de preços/taxas de juro ou na análise do risco associado a um port-
fólio.
Nesta tese o foco recaiu inicialmente sobre a família de modelos HJM[14] de volatilidade
determinística com o objetivo de aplicações em trabalhos futuros a modelos de volatili-
dade estocástica. O último capítulo da tese é dedicado à descrição do amplamente utili-
zado modelo SABR[13]. Foram introduzidos métodos alternativos para a sua calibração
e estimação da densidade do preços futuros condicionada pelos acontecimentos passados,
incluindo métodos de Monte Carlo. Apresentam-se alguns resultados da implementação
computacional deste modelo.
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Abstract
Since the 1970’s, when financial markets began to have greater liquidity, numerous mathe-
matical models have been published with applications, for instance, to forecast prices/inte-
rest rates, or for risk analysis of financial portfolios. In this thesis the initial focus was on
the discrete version of the HJM family of models[14] of deterministic volatility and with
the aim of possible applications in a future work to stochastic volatility models. The last
chapter of the thesis focus on the description of the broadly used SABR model[13], methods
for its calibration and density estimation of future prices conditioned on past events, inclu-
ding Monte Carlo methods. Some results from the computational implementation of this
model are presented.
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Introdução
A Matemática tem desempenhado um papel fundamental na modelação da estocasticidade
associada aos fenómenos dos mercados económico-financeiros.
Desde os anos 70 do século XX, altura em que os mercados financeiros começaram a ter
maior liquidez, têm sido publicados inúmeros modelos matemáticos com aplicações por
exemplo na previsão de preços/taxas de juro ou na análise do risco associado a um port-
fólio.
Um dos modelos com maior destaque desde então é o modelo de Black-Scholes[5] que des-
creve o preço de um ativo financeiro como um processo estocástico cuja componente de
volatilidade é constante. Deste modelo resulta a fórmula de Black-Scholes para o cálculo
do preço livre de arbitragem de opções europeias, a qual levou a várias reformulações da
abordagem original devido às limitações inerentes ao facto da volatilidade ser considerada
constante.
Mais tarde, surgiram modelos de volatilidade determinística, seguindo-se modelos de vo-
latilidade local e finalmente modelos de volatilidade estocástica.
Nesta tese o foco recaiu inicialmente sobre os modelos HJM[14] e de Ho-Lee[16] de vo-
latilidade determinística e, mais tarde, no modelo SABR[13] de volatilidade estocástica.
O modelo de HJM é um modelo para a taxa de juro instantânea a prazo que constituiu
à época uma forma de introduzir componentes aleatórias correlacionadas na estimação
da estrutura a prazo das taxas de juro. Nesta tese apresenta-se uma versão discreta do
modelo HJM como extensão do modelo original (na sua versão discreta) ao caso em que
tem número finito de componentes estocásticas que por sua vez têm um número finito, não
necessariamente igual, de valores que podem tomar. O modelo de Ho-Lee é introduzido
como caso particular do modelo HJM mas também numa versão multinomial (foi original-
mente introduzido como modelo binomial). O modelo HJM tem aplicações em modelos
de volatilidade estocástica revelando-se uma referência importante.
Nos modelos de volatilidade local a volatilidade é função do preço do ativo financeiro e
do tempo. Usando a fórmula de Dupire expressou-se a volatilidade local como função da
xix
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volatilidade implícita de Black. Os modelos de volatilidade local não foram objecto de es-
tudo aprofundado. Finalmente os modelos de volatilidade estocástica são modelos em que
a própria volatilidade é governada por uma equação diferencial estocástica. Grande parte
do trabalho desenvolvido recaiu no estudo de um desses modelos: o modelo SABR que é
usado no mercado em larga escala. Assim procurou-se reunir alguns resultados publicados
nas referências estudadas relativos ao modelo fornecendo as ferramentas teóricas necessá-
rias para que a sua implementação seja possível. Para o efeito desenvolveu-se software em
R de relativa complexidade com que se obtiveram os resultados.
No decorrer do trabalho foram utilizados dados da Thomson Reuters referentes à volatili-
dade de mercado de derivados financeiros transacionados over-the-counter (OTC) e dados
das curvas de desconto utilizadas.
No capítulo 1 descrevem-se os pressupostos de um mercado financeiro em tempo discreto,
definem-se conceitos-chave como arbitragem, estrutura a prazo, taxa de juro e dívida
contingente [9], introduzem-se os instrumentos financeiros usados nesta tese como sejam
opções europeias, swaps e swaptions, e convenções de mercado, e descrevem-se também o
conteúdo e a proveniência dos dados utilizados no decorrer dos trabalhos realizados nesta
tese.
O capítulo 2 é referente ao modelo HJM como descrito acima.
No capítulo 3 são referidos os modelos de volatilidade constante, de volatilidade local e um
algoritmo importante para cálculo da volatilidade de um conjunto de derivados financeiros
a partir de dados de mercado de outros derivados.
No capítulo 4 introduz-se o modelo SABR, descrevem-se vários procedimentos usados para
a sua calibração e para a estimação de uma função de densidade de probabilidade de um
preço futuro condicionada pelos acontecimentos passados.
Capítulo 1
Mercados Financeiros em tempo
discreto
Neste capítulo descrevem-se os pressupostos de um mercado financeiro em tempo discreto,
definem-se conceitos-chave como arbitragem, estrutura a prazo, taxa de juro e dívida con-
tingente , introduzem-se os instrumentos financeiros usados nesta tese como sejam opções
europeias, swaps, swaptions, e convenções de mercado [9], e descrevem-se o conteúdo e a
proveniência dos dados utilizados no decorrer dos trabalhos realizados nesta tese.
1.1 Modelo geral de um mercado financeiro em tempo dis-
creto
(H0) Para o modelo há um único agente económico relevante e todos os outros com quem
interage não estão sob influência das suas acções no mercado e vice-versa.
(H1) A actividade financeira ocorre num intervalo temporal [t0, tN ].
Seja
T =
{
ti : i ∈ T¯, ti ∈ [t0, tN ], t0 < t1 < · · · < tN
}
(1.1)
o conjunto finito ordenado de datas de transações financeiras, onde T = tN se designa
por horizonte temporal. O conjunto T¯ = {0, · · · , N} é o conjunto dos índices de T.
Considera-se, portanto, que o intervalo [t0, tN ] está dividido em N subintervalos
sendo τn = tn+1 − tn, n ∈ T¯\{N} a amplitude do n-ésimo subintervalo.
Notação 1.1. A menos que algo seja mencionado noutro sentido, as datas s, t, u ∈ T
estão ordenadas: s < t < u e s¯ ∈ T¯ representa o s-ésimo elemento de T.
Por uma questão de simplificação, para uma data t ∈ T escreve-se a data anterior a
1
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t como t − 1, a menos que seja dito o contrário. O índice associado à data t − 1 é
t¯− 1 pertencente a T¯.
(H2) A incerteza das condições económico-financeiras do mercado nas várias datas de
transação é modelada através de um espaço de probabilidade filtrado (Ω,F,P,T),
onde F é uma filtração de σ-álgebras de Ω,
F(0) ⊂ F(1) ⊂ · · · ⊂ F(T − 1) ⊂ F(T ).
Supõe-se ainda que (Ω,F ,P) é um espaço de medida completo e que F(0) é formado
pelos conjuntos A ∈ F tais que P(A) = 0 ou P(A) = 1, ou seja, A = ∅ ou A = Ω.
Cada ω ∈ Ω é um possível estado económico-financeiro no espaço temporal conside-
rado.
A ideia da existência da filtração F = (F(t))t∈T é a seguinte:
O estado económico-financeiro ω do intervalo temporal [0, T ] vai sendo desvendado
ao longo do tempo e será completamente conhecido apenas na data final T .
Numa data t supõe-se que a informação disponível é suficiente para afirmar que ω é
elemento de um conjunto A(t). A hipótese é que no decorrer do processo económico-
financeiro vai sendo gerada uma sucessão de conjuntos,
A(0) ⊃ A(1) ⊃ · · · ⊃ A(T − 1) ⊃ A(T ),
em que A(t) ∈ F(t) para todo o t.
Finalmente, a probabilidade P (t, B) de ω ∈ B ∈ F , calculada na data t usando a
informação disponível nessa data é então
P (t, B) := P (B|A(t)) = P(B ∩A(t))
P(A(t)) .
(H3) O mercado financeiro dispõe de d+ 1 produtos, {Pj}j∈D, onde D = {0, · · · , d}.
(H4) O preço do produto financeiro Pj (j ∈ D) na data t é Sj(t),
Sj(t) : Ω 7→ R, ω 7→ S(t, ω), (t ∈ T).
O processo estocástico dos preços dos produtos financeiros no mercado na data t é
S =
(
S0, S¯
)
= (S(t))t∈T, sendo S¯ =
(
S1, · · · , Sd
)
.
Uma vez que se desconhece a história anterior à data t0, por conveniência de nota-
ção, supõe-se que S(t′) = S(0), ∀t′ < 0.
Supõe-se ainda que a variável S(t) é F(t)-mensurável, ou seja, o processo S é
F−adaptado.
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(H5) O preço do produto financeiro P0 é o processo estocástico S0 =
(
S0(t)
)
t∈T,
S0(t) : Ω 7→ R, ω 7→ S0(t, ω), (t ∈ T)
F-previsível, ou seja, S0(t) é F(t−1)-mensurável, para cada t ∈ T. Neste caso, diz-se
que P0 é um produto sem risco no curto prazo, na medida em que o preço S0(t) é
conhecido na data t− 1 e vigora no intervalo ]t− 1, t].
(H6) Os restantes produtos (Pj)j∈D\{0} têm risco inerente ao carácter aleatório do vetor
de preços S¯(t) na data t o qual não é à partida conhecido na data t− 1.
O processo estocástico dos preços S¯ dos produtos com risco é F-adaptado.
(H7) O agente económico dispõe, na data t, de um portfólio, ϕ(t) =
(
ϕj(t)
)
j∈D , onde
ϕj(t), com j ∈ D, representa a quantidade do produto Pj por ele detido nessa data.
(H8) O valor do portfólio é o processo estocástico V (ϕ) = (V (t, ϕ))t∈T definido por,
V (t, ϕ) = ϕ(t) · S(t), (t ∈ T) (1.2)
Diz-se que V0 = V (0, ϕ) é o capital inicial do agente económico para a janela de
transações a decorrer nas datas T.
(H9) O agente económico seleciona o seu portfólio ϕ(t) no intervalo de tempo [t − 1, t[
depois de conhecer o vetor de preços S(t− 1), e mantém a seleção pelo menos até à
data t.
Considera-se que o portfólio é autofinanciado, isto é, verifica a seguinte condição
ϕ(t− 1) · S(t− 1) = ϕ(t) · S(t− 1), (t ∈ T), (1.3)
onde, por conveniência, se está a supor que ϕ(−1) = ϕ(0). A condição (1.3) implica
que a variação do portfólio no intervalo de tempo ]t− 1, t[ deve ser feita com todo o
valor disponível na data t− 1, V (t− 1, ϕ), e que não há entrada de novos fundos ou
retiradas de capital.
Observação 1.2. O processo estocástico ϕ = (ϕ(t))t∈T é F-previsível porque no
intervalo [t − 1, t[ além do vetor de preços S(t − 1), o agente económico dispõe de
toda a informação sobre o processo estocástico (S(t∗))t∗<t, ou seja, conhece a σ-
álgebra FS(t − 1) = σ(S(0), . . . , S(t − 1)). Como se supõe que S é F-adaptado,
esta σ-álgebra está contida em F(t − 1) e a hipótese sobre ϕ implica que o agente
económico tem conhecimento de toda a σ-álgebra F(t − 1). Por outras palavras,
o portfólio ϕ(t) adquirido no intervalo [t − 1, t[ é F(t − 1)−mensurável. Na data t
conhecer-se-á o vetor de preços S(t), que é por sua vez F(t)−mensurável.
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(H10) O mercado não tem fricção, isto é, supõe-se que não há custos de transação, são
possíveis compras e vendas a descoberto e pedidos de empréstimo sem limite e, os
produtos financeiros são infinitamente divisíveis, ou seja, ϕ(t) pode ser qualquer
vetor de Rd+1, para cada t ∈ T.
(H11) O processo dos preços S é não negativo.
(H12) O processo S0 do preço do produto sem risco é sempre positivo e S0(0) = 1.
Definição 1.3. Uma função de desconto é uma função
ν : T× T 7→ R, (s, t) 7→ ν(s, t),
tal que quaisquer que sejam s, t, u ∈ T:
i) ν(s, t) > 0, ii) ν(s, s) = 1, iii) ν(s, t)ν(t, u) = ν(s, u).
Definição 1.4. Um numerário é um processo estocástico F-previsível, X = (X(t))t∈T que
toma valores em R e que é sempre positivo, isto é
X(t, ω) > 0, ∀t ∈ T, ∀ω ∈ Ω. (1.4)
Pela hipótese H12 o processo do preço do produto sem risco S0 é um numerário.
Se nada for dito em contrário a partir de agora considera-se que S0 é o numerário.
Definição 1.5. O processo estocástico dos preços descontados associados ao numerário X
é S˜ =
(
S˜(t)
)
t∈T, onde
S˜(t) = S(t)
X(t) . (1.5)
Definição 1.6. O processo dos valores descontados associados ao numerário X é V˜ (ϕ) =(
V˜ (t, ϕ)
)
t∈T, onde
V˜ (t, ϕ) = V (t, ϕ)
X(t) = ϕ(t) · S˜(t). (1.6)
Definição 1.7. Seja Ψ o conjunto dos portfólios autofinanciados. Diz-se que um portfólio
autofinanciado ϕ ∈ Ψ é admissível se o processo do valor do portfólio é não negativo, ou
seja, V (t, ϕ) ≥ 0, com t ∈ T.
A restrição aos portfólios autofinanciados admissíveis tem a seguinte consequência
económico-financeira: apesar de serem possíveis transações a descoberto, ou seja, ϕj(t) <
0, para algum j ∈ D, elas só serão agora admitidas se o valor total do portfólio em cada
data for não negativo, isto é, se houver uma compensação suficiente, em valor, pelos outros
produtos detidos no portfólio para que o seu valor não seja negativo.
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Definição 1.8. Uma dívida contingente com maturidade (ou data de exercício) t ∈ T é
uma função F(t)-mensurável
H : Ω 7→ R+0 , ω 7→ H(ω),
tal que P(H > 0) > 0.
A dívida contingente diz-se replicável (ou liquidável) na sua data de maturidade, se existir
um portfólio ϕ autofinanciado tal que V (t, ϕ) = H. Nesse caso diz-se que o portfólio ϕ
replica a dívida contingente H.
Definição 1.9. Na data s ∈ T diz-se que a dívida contingente H com maturidade na data
t ∈ T, com t > s, é um derivado financeiro do processo de preços S, se H é uma função
F(t)−mensurável, ou seja,
H = F (S¯(s), · · · , S¯(t)), (1.7)
onde F : Rd(t¯−s¯+1)+ 7→ R é uma função Borel-mensurável.
1.1.1 Taxas de rentabilidade
Definição 1.10. A taxa de rentabilidade do preço do produto Pi entre as datas t− 1 e t é
Ri(t) =

Si(t)− Si(t− 1)
Si(t− 1) , se S
i(t− 1) > 0;
0, se Si(t− 1) = 0.
(∀t ∈ T);
Seja R = (R0, · · · , Rd). Então R(0) = 0.
No caso do produto P0 ser uma conta bancária
R0(t) =
S0(t)− S0(t− 1)
S0(t− 1)
é a taxa de juro aplicada ao valor depositado na data t−1. Supõe-se que R0(t) é F(t−1)-
mensurável.
O preço do produto financeiro P0 na data t é portanto
X(t) = S0(t) = (1 +R0(t))X(t− 1) e R0(t)
X(t) =
1
X(t− 1) −
1
X(t) . (1.8)
Supõe-se também que X(0) = 1.
1.2 Arbitragem
Definição 1.11. Uma oportunidade de arbitragem é um portfólio autofinanciado ϕ com
valor inicial não positivo, com valor final não negativo e com probabilidade positiva de ter
valor positivo na data t ∈ T, ou seja, ϕ é um portfólio tal que
i) V (0, ϕ) ≤ 0; ii) V (t, ϕ) ≥ 0; iii) P(V (t, ϕ) > 0) > 0, (∀ t ∈ T).
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Uma oportunidade de arbitragem trata-se, portanto, da possibilidade de se obter no
final do processo económico um valor total positivo com investimento inicial negativo ou
nulo.
A oportunidade de arbitragem diz-se fraca se na condição (i) se tiver uma igualdade.
Mostra-se que com as hipóteses H1, · · · , H12 a existência de uma oportunidade de arbi-
tragem é equivalente à existência de uma oportunidade de arbitragem fraca.
Definição 1.12. O modelo de mercado financeiro (Ω,F ,P,T,F, S) é chamado um modelo
de mercado financeiro completo se for livre de arbitragem e se toda a dívida contingente
H de uma opção europeia com maturidade na data T é liquidável na data T . Se isso não
acontecer diz-se que o modelo de mercado financeiro é incompleto.
1.3 Teoremas fundamentais sobre os preços num mercado
financeiro
Definição 1.13. Uma distribuição de probabilidade Q em (Ω,F) é uma medida martin-
gala, também designada por medida neutral ao risco, para o processo de preços descontados
S˜ se S˜ é uma Q-martingala, isto é,
(i) S˜(t) é Q-integrável; (ii) EQ
(
S˜(t)|F(t− 1)
)
= S˜(t− 1), (∀t ∈ T).
Nota 1.14. Um processo estocástico S diz-se integrável relativamente a uma medida
martingala Q se verificar EQ (|S|) <∞.
Nota 1.15. Seja Y um processo estocástico usar-se-á notação para EQ(s) (Y ) = EQ (Y |F(s)).
Diz-se que uma medida martingala Q para S˜ é uma medida martingala P-equivalente
para S˜ se P e Q têm os mesmos conjuntos de medida nula, isto é, se são medidas de
probabilidade equivalentes.
Proposição 1.16. Seja Q uma distribuição de probabilidade em (Ω,F) . As seguintes
condições são equivalentes,
1. S˜ é uma Q-martingala.
2. Se ϕ é um portfólio autofinanciado e limitado, o processo do valor do portfólio,
V˜ (t, ϕ) é uma Q-martingala.
3. Se ϕ é um portfólio autofinanciado e limitado e EQ(V˜ (t, ϕ)) = V˜ (t−1, ϕ), para todo
o t ∈ T, então o processo do valor do portfólio
(
EQ(V˜ (t, ϕ))
)
t∈T é uma Q-martingala.
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Nesse caso,
EQ(V˜ (T, ϕ)|F(t)) = V˜ (t, ϕ)
Teorema 1.17. (Primeiro teorema fundamental dos preços dos produtos finan-
ceiros)
Seja Q uma medida martingala P-equivalente para S˜. Sejam H uma dívida contingente
pagável na data de maturidade T e ϕ um portfólio admissível que replica a dívida H.
Então
V˜ (t, ϕ) = EQ
( 1
X(T )H
)
(∀t ∈ T). (1.9)
Portanto V˜ (t, ϕ) ≥ 0, Q-a.e.
Teorema 1.18. (Segundo teorema fundamental dos preços dos produtos finan-
ceiros)
As seguintes condições são equivalentes,
1. O mercado é livre de arbitragem.
2. Existe uma medida martingala Q para o processo dos preços descontados S˜ que é
P-equivalente.
Se qualquer destas condições se verificar, existe λ : Ω 7→ R+, ω 7→ λ(ω) tal que, notando
também por λ a função
λ : RΩ 7→ R, X 7→ λ(X) =
∫
Ω
Xdλ =
∑
ω∈Ω
λ(ω)X(ω), (1.10)
tem-se:
(i) λ e Q medidas P -equivalentes; (ii) dQ
dλ
(ω) =: S
0(T, ω)
λ(S0(T )) ; (iii)
dQ
dλ
(ω) = 1/S
0(T )
EQ(1/S0(T ))
.
Diz-se que λ : RΩ 7→ R é uma T -medida (positiva) a prazo1 para o mercado financeiro.
Teorema 1.19. (Terceiro teorema fundamental dos preços dos produtos finan-
ceiros)
Seja (Ω,F ,P,T,F, S) um modelo de mercado financeiro e suponha-se que F(0) = {∅,Ω}.
As seguintes condições são equivalentes:
1. O mercado financeiro é completo;
2. Existe uma única medida martingala Q para S˜ que é P-equivalente.
1T-forward measure.
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1.3.1 Preço de um derivado financeiro
Sejam ω(t) ∈ Ω(t) uma sucessão de eventos económico-financeiros (história elementar)
desde a data t0 até à data t, com t ≥ t0, e Ω(t) o conjunto de todas as histórias elementares
desde a data t0 até à data t. O conjunto Ω¯(t) é o conjunto dos eventos económico-
financeiros possíveis na data t e ω(t) nota a realização de um desses eventos na data t. A
cardinalidade de Ω¯(t) é M(t). Se Ω¯(t) não for finito escreve-se M(t) =∞.
Suponha-se que o mercado é livre de arbitragem e que Q é uma medida martingala para
S˜ equivalente a P. Seja H um derivado financeiro com dívida contingente
F (S¯) = F (S¯(0), · · · , S¯(t))
onde F : Rd(t+1)+ 7→ R é uma função tal que F ◦ (S¯(0), · · · , S¯(t)) é Q-integrável. Seja ν
a função de desconto associada ao numerário X dada por ν(t, z) = X(t)
X(z) para datas t, z
arbitrárias com t ≤ z. Relembrando a definição 1.10 tem-se,
(a) dados ω¯(t− 1) ∈ Ω¯(t− 1) e ω¯(z − 1) ∈ Ω¯(z − 1),
ν(t, z, ω¯(z−1)) = ν(z, ω¯(z − 1))
ν(t, ω¯(t− 1)) =
S0(t, ω¯(t− 1))
S0(z, ω¯(z − 1)) =
1∏z
u=t+1 (1 +R0(u, ω¯(u− 1)))
.
(b) o processo de preços de H, piQ(t,H) = EQ
(
ν(t, z)F (S¯)|F(t))
)
, relativamente à
medida Q é a variável aleatória F(t)-mensurável determinada pelo vetor
(
piQ(t,H; ω¯(t,m)) = EQ
(
ν(t, z)F (S¯)|F)
))
1≤m≤M(t) , (1.11)
onde M(t) é o conjunto de acontecimentos possíveis na data t.
Notação 1.20. Notam-se as seguintes matrizes R¯(t) = diag(R1(t), · · · , Rd(t)) e Rˆ(t) =
I + R¯. Sejam 1 ≤ t ≤ u ≤ T tem-se o seguinte Rˆ(t, u) = Rˆ(u)Rˆ(u− 1) · · · Rˆ(t).
Nota 1.21. No caso particular em que se considera que Ω¯(t) é finito, o preço de H na
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data t condicionado por ω¯(t,m) ∈ Ω¯(t) é dado por
piQ(t,H; ω¯(t,m)) = EQ
(
ν(t, z)F (S¯|ω¯(t,m))
)
=EQ
(
ν(t, z)F (S¯(0), · · · , S¯(t), Rˆ(t+ 1, t+ 1)S¯(t), · · · , Rˆ(t+ 1, z)S¯(t)|ω¯(t,m))
)
=
∑
ω¯(z)∈Ω¯(z):ω¯(t)=ω¯(t,m)
PQ(ω¯(z)|ω¯(t,m))ν(t, z, ω¯(z − 1))·
·
(
F (S¯(0), S¯(1, ω¯(1)), · · · , S¯(t, ω¯(t)), Rˆ(t+ 1, t+ 1)S¯(t, ω¯(t)), · · · , Rˆ(t+ 1, z)S¯(t, ω¯(t)))
)
=
∑
ω¯(z)∈Ω¯(z):ω¯(t)=ω¯(t,m)
PQ(ω¯(z))
PQ(ω¯(t))
ν(t, z, ω¯(z − 1))·
·
(
F (S¯(0), S¯(1, ω¯(1)), · · · , S¯(t, ω¯(t)), Rˆ(t+ 1, t+ 1)S¯(t, ω¯(t)), · · · , Rˆ(t+ 1, z)S¯(t, ω¯(t)))
)
=
∑
ω¯(z)∈Ω¯(z):ω¯(t)=ω¯(t,m)
z∏
u=t+1
q(u, ω¯(u))ν(t, z, ω¯(z − 1))·
·
(
F (S¯(0), S¯(1, ω¯(1)), · · · , S¯(t, ω¯(t)), Rˆ(t+ 1, t+ 1)S¯(t, ω¯(t)), · · · , Rˆ(t+ 1, z)S¯(t, ω¯(t)))
)
,
onde,
Rˆ(t+ 1, t+ k, ω¯(t+ k)) = Rˆ(t+ k, ω¯(t+ k)) · · · Rˆ(t+ 1, ω¯(t+ 1)).
Em particular, o preço livre de arbitragem de H relativamente à medida martingala Q é
piQ(0, H) =
∑
ω¯(z)∈Ω¯(z)
z∏
u=s
q(u, ω¯(u))ν(t, z, ω¯(z − 1))·
(
F (S¯(0), Rˆ(1, 1, ω¯(1))S¯(0), · · · , Rˆ(1, z, ω¯(z))S¯(0)
)
Nota 1.22. Muitos derivados financeiros têm pagamentos que dependem das taxas de juro
de mercado observadas numa data t anterior à data de maturidade u da dívida contingente.
Essa data t em que se verifica a mudança de taxa de juro é chamada data de reajuste2 da
taxa de juro.
Diz-se neste caso que os pagamentos são postecipados.
Seja s a data de avaliação da dívida, u a data de maturidade e t a data de reajuste da
taxa de juro, s < t < u. Então o valor na data s da dívida contingente H(t, u) na data u
é, pela propriedade da torre da esperança condicional,
pi(s,H(t, u), ν(s,−)) = E (ν(s, u)H(t, u)|F(s))
=E (E (ν(s, u)H(t, u)|F(t)) |F(s))
=E (ν(s, t)H(t, u)E (ν(t, u)|F(t)) |F(s))
=E (ν(s, t)H(t, u)ν(t, u)|F(s)) .
2reset date
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Portanto o valor descontado na data s da dívida contingente H(t, u) pagável na data u é
igual ao valor descontado na data s da dívida ν(t, u)H(t, u) pagável na data t. Isto é equi-
valente a que a dívida H(t, u) pagável na data u seja substituída pela dívida ν(t, u)H(t, u)
pagável na data t.
1.3.2 Opções europeias
Definição 1.23. Uma opção europeia contratada na data s e com data de exercício t é
uma dívida contingente F(t)−mensurável. A diferença t − s é a maturidade residual da
opção europeia, também designada por expiry.
As opções europeias podem ser de compra ou de venda.
Na data s o investidor realiza o seguinte contrato:
Na data t > s, depois de conhecer o vetor de preços S(t), o investidor tem o direito mas
não o dever de comprar um produto Pj , j ∈ D, por um preço de exercício y, fixado na
data s, portanto,
• No caso em que a opção é de compra:
– se Sj(t) > y , o investidor tem o direito de comprar o produto Pj à contraparte
pelo preço y gerando um ganho bruto unitário igual a (Sj(t)− y);
– se Sj(t) ≤ y, o investidor não exerce o direito de comprar o produto Pj à
contraparte já que o pode comprar por um preço inferior a y;
• No caso em que a opção é de venda:
– se Sj(t) < y, o investidor não exerce o direito de venda já que o pode vender o
produto Pj por um preço superior a y.
– se Sj(t) ≥ y, o investidor tem o direito de vender o produto Pj à contraparte
pelo preço y gerando um ganho bruto unitário igual a (y − Sj(t)).
Fazendo
κ =

1, se a opção europeia for de compra;
−1, se a opção europeia for de venda;
a dívida contingente por unidade de portfólio ϕj é
HE(κ) = max(0, κ(Sj(t)− y)) = (κ(Sj(t)− y))+.
O preço unitário livre de arbitragem da opção europeia é neste caso,
pi(s,HκE) = V (s, ϕj),
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onde ϕ é uma estratégia de negócio admissível tal que V (t, ϕ) = HE(κ).
Em particular,
piQ(s,HE(κ)) = X(s)EQ
( 1
X(t)HE(κ)|F(s)
)
= ν(s, t)(κ(Sj(t)− y))+, (1.12)
em que ν(s, t) é o factor de desconto estocástico para o intervalo de tempo ]s, t], associado
ao numerário X.
Proposição 1.24. (Paridade entre preço de venda e preço de compra de uma
opção europeia) Considere-se um mercado financeiro livre de arbitragem com um único
produto com risco cujo preço é S1 e um único produto sem risco com preço determinístico
S0. Sejam pi(s, t, y, κ = 1) e pi(s, t, y, κ = −1), respectivamente, o preço de uma opção
europeia de compra e o preço de uma opção europeia de venda na data s, com maturidade
na data t e ambas com preço de exercício y. Então,
pi(s, t, y, κ = 1)− pi(s, t, y, κ = −1) = S1(s)− yS
0(s)
S0(t) .
Seja p(S, t) a função densidade de probabilidade do preço S(t) do ativo subjacente na
data t.
O preço pi(s,HE(κ = 1)) de uma opção europeia de compra na data s escreve-se
pi(s, t, S(t), y, κ = 1) = ν(s, t)EQ(s)
(
(S(t)− y)+
)
(1.13)
= ν(s, t)
∫ +∞
y
(S(t)− y)p(S, t)dS (1.14)
Usando (1.14) a primeira e segunda derivadas de pi em ordem a y são
∂pi
∂y
(s, t, S(t), y, κ = 1) = −ν(s, t)
∫ ∞
y
p(S, t)dS (1.15)
∂2pi
∂y2
(s, t, S(t), y, κ = 1) = ν(s, t)p(S, t). (1.16)
Obtém-se assim a expressão da função densidade de probabilidade de S(t) condicionada
pela σ-álgebra F(s):
p(S, t) = 1
ν(s, t)
∂2pi
∂y2
(s, t, S(t), y, κ = 1). (1.17)
Esta expressão conhecida por fórmula de Breeden e Litzenberger [6] também é válida para
κ = −1, pelo que se omite κ dos seus argumentos.
1.4 Estrutura a prazo das taxas de juro
Definição 1.25. Uma obrigação com zero cupões e sem risco, ZCB, é um contrato finan-
ceiro celebrado numa data s ∈ T entre dois agentes económicos, A e B, em que o vendedor
12 CAPÍTULO 1. MERCADOS FINANCEIROS EM TEMPO DISCRETO
do contrato, B, se compromete a pagar o montante fixo 1 u.m. (unidade monetária), na
data t ∈ T por cada obrigação que o comprador, A, adquirir na data s pelo preço unitário
B(s, t).
Denota-se por (s, t)-ZCB a obrigação com zero cupões com início na data s e maturidade
na data t, e por z = t− s a maturidade residual.
Definição 1.26. Considere-se uma (s,t)-ZCB cujo preço na data s é B(s, t). O cashflow
gerado pelo portfólio ϕ que contém unicamente a ZCB referida é
((s, ϕ(s)), (t, ϕ(t))) = ((s,−B(s, t)), (t, 1)) .
Definição 1.27. A taxa de juro à vista da (s,t)-ZCB, y(s, t), é a taxa interna de rentabi-
lidade do seu cashflow, ou seja
y(s, t) = B(s, t)−
1
t−s − 1.
A intensidade da taxa de juro à vista para a compra da (s,t)-ZCB é
Y (s, t) = log(1 + y(s, t)) = − 1
t− s log(B(s, t)).
A seguinte relação é válida,
V (s, ϕ) = B(s, t) = (1 + y(s, t))−(t−s) = exp(−(t− s)Y (s, t)).
Prova-se que num mercado livre de arbitragem a função preço de uma ZCB é uma
função de desconto.
Seja r(s, t) a taxa de juro que um banco usa para onerar empréstimos ou remunerar
depósitos no intervalo ]s, t] e seja B(s, t) o preço de uma (s,t)-ZCB, admitindo que o
mercado financeiro que tem como produtos as ZCB e as contas bancárias a prazo é livre
de arbitragem então,
B(s, t) = 11 + r(s, t) .
Em particular,
B(t, u) = B(s, u)
B(s, t) , s < t < u. (1.18)
Seja f(s, t, u) a taxa de juro contratada na data s para a aquisição de um produto
financeiro, P , na data t e válido até à data de maturidade u. Supondo que o mercado é
livre de arbitragem prova-se que é indiferente investir em ZCB ou no produto P se e só
se
B(t, u) = B(s, u)
B(s, t) = (1 + f(s, t, u))
−(u−t).
1.4. ESTRUTURA A PRAZO DAS TAXAS DE JURO 13
Definição 1.28. Diz-se que f(s, t, u) é a taxa de juro a prazo na data s para um investi-
mento a realizar na data t e término na data u.
A intensidade da taxa de juro associada a f(s, t, u) é
Y (s, t, u) = log(1 + f(s, t, u)).
Portanto,
(1 + f(s, t, u))u−t = exp ((u− t)Y (s, t, u)) = B(s, t)
B(s, u) .
Logo,
Y (s, t, u) = − 1
u− t(log(B(s, u))− log(B(s, t)) (1.19)
= Y (s, u) + (t− s)Y (s, u)− Y (s, t)
u− t . (1.20)
Em particular, Y (s, t) = Y (s, s, t).
Definição 1.29. Suponha-se que a função B(s,−) é derivável para todo o s ∈ R∗+. Por
ser uma função de desconto existe uma única função t 7→ f(s, t) tal que
B(s, t) = exp
(
−
∫ t
s
f(s, u)du
)
.
Diz-se que f(s, t) é a taxa de juro instantânea a prazo na data s para a maturidade t.
Tem-se então,
f(s, t) = ∂
∂t
log (B(s, t)) = ∂
∂t
(t− s)Y (s, t).
Portanto,
Y (s, t) = 1
t− s
∫ t
s
f(s, θ)dθ (1.21)
f(s, t) = Y (s, t) + (t− s)∂Y (s, t)
∂t
.
Por outro lado, tem-se também,
f(s, t) = ∂
∂t
log (B(s, t))
= − lim
T→t+
1
T − t (log(B(s, T ))− log(B(s, T )))
= lim
T→t+
Y (s, t, T ) ≈ Y (s, t, t+ ),
onde  é um prazo considerado infinitesimal. Ou seja, f(s, t) é a taxa de juro composta a
prazo contratada na data s, para um empréstimo a vigorar entre a data t e a data t + ,
onde  é um prazo infinitesimal (tipicamente um dia)3.
3overnight compounded forward rate.
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Usando as igualdades (1.20) e (1.21) resulta a relação
Y (s, t, u) = 1
u− t
∫ u
t
f(s, θ)dθ
que evidencia que a intensidade da taxa de juro a prazo Y (s, t, u) é uma média ponderada
de taxas de juro instantâneas.
Pode-se encarar a taxa de juro instantânea como o acréscimo da rentabilidade logaritmi-
zada ρ(s, t, u) = (u− t)Y (s, t, u) associado a um acréscimo marginal do prazo do investi-
mento,
f(s, t) = ∂ρ(s, t, u)
∂u
.
Definição 1.30. A taxa de juro instantânea de curto prazo4 na data s associada à ZCB
é
r(s) = f(s, s). (1.22)
Trata-se da taxa na data s para operações financeiras no período ]s, s+ ] onde  > 0
representa um prazo infinitesimal.5
Definição 1.31. A taxa de juro simples associada à taxa de juro r(s, t) é
F (s, t) = 1
t− sr(s, t) =
1
t− s
( 1
B(s, t) − 1
)
Definição 1.32. A taxa de juro simples a prazo na data s para o intervalo ]t, u] é
F (s, t, u) = 1
u− t
(
B(s, t)
B(s, u) − 1
)
. (1.23)
Portanto F (s, u) = F (s, s, u), e
F (s, t, u) = 1
u− t
(u− s)F (s, u)− (t− s)F (s, t)
1 + (t− s)F (s, t) . (1.24)
Notação 1.33. Nota-se a taxa de juro simples a prazo também por Fn(s) = F (s, tn−1, tn),
s < tn−1 < tn, quando for adequado.
Nota 1.34. Na práctica, num mercado financeiro com grande liquidez para um contrato
a prazo6 ou para um contrato de futuros7 pode-se usar como numerário a curva dos preços
B(s, t) das ZCB emitidas na data inicial s.
4overnight rate.
5entre algumas horas a um dia.
6forward contract.
7futures contract.
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1.4.1 Exemplos de taxas de juro de mercado
As taxas de juro interbancárias são taxas de juro que os bancos usam para emprestar
dinheiro entre si e que são revistas diariamente.
Tratam-se de taxas de referência para estabelecer o preço e taxas de juro base de vários
produtos financeiros, nomeadamente: taxas de juro de empréstimo ou depósito, opções
sobre taxas de juro swaps de taxas de juro ou opções sobre swaps de taxas de juro.
Taxa LIBOR
Uma das taxas de juro mais utilizadas para esse efeito é a taxa LIBOR8 com várias
maturidades. Atualmente, há taxas LIBOR para 7 maturidades (diária, 1 semana, 1 mês,
2 meses, 3 meses, 6 meses e 12 meses). Estas taxas são calculadas pelo ICE9 usando
os valores médios das taxas de juro praticadas por um painel de bancos que operam no
mercado financeiro de Londres para fazerem empréstimos de fundos entre si.
As taxas LIBOR são ainda calculadas para 5 moedas diferentes (dólar americano (USD),
euro (EUR), libra esterlina (GBP), yen japonês (JPY) e franco suíço (CHF)). Nota-se por
LIBOR(s, t) a taxa LIBOR na data s para o período ]s, t], sendo FLIBOR(s, t, u) a taxa
de juro simples a prazo, dada por uma fórmula semelhante a (1.24),
FLIBOR(s, t, u) =
1
u− t
(u− s)LIBOR(s, u)− (t− s)LIBOR(s, t)
1 + (t− s)LIBOR(s, t) . (1.25)
Taxa EURIBOR
Outra das taxas de juro mais utilizadas é a taxa EURIBOR10 com várias maturidades.
Atualmente, há taxas EURIBOR para 5 maturidades (diária, 1 mês, 3 meses, 6 meses e
12 meses). Estas taxas são calculadas usando os valores médios das taxas de juro que um
painel de bancos que operam no mercado monetário de europeu praticam para fazerem
empréstimos de fundos entre si sem garantia.
Nota-se por EURIBOR(s, t) a taxa EURIBOR na data s para o período ]s, t], sendo
FEURIBOR(s, t, u) a taxa de juro simples a prazo dada por uma fórmula semelhante a
(1.24),
FEURIBOR(s, t, u) =
1
u− t
(u− s)EURIBOR(s, u)− (t− s)EURIBOR(s, t)
1 + (t− s)EURIBOR(s, t) . (1.26)
8London Interbank Offered Rate.
9Interbank Exchange.
10Euro Interbank Offered Rate.
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1.5 Swaps ou permutas de cashflows
Um contrato de swap é um contrato financeiro entre dois agentes económicos X e Y para
permuta dos seus cashflows. As duas partes do contrato são chamadas legs do contrato de
swap.
Os cashflows que são trocados podem estar na mesma moeda (single currency swap) ou
em moedas diferentes (cross currency swap).
Qualquer uma das partes pode ter um cashflow constante ou variável.
O tipo mais comum de swap é o que permuta uma taxa de juro fixa por uma taxa de
juro variável. Neste contrato a primeira contraparte (fixed leg) compromete-se a fazer
pagamentos a taxa de juro fixa à segunda contraparte. Por sua vez, a segunda contra-
parte (floating leg) compromete-se a fazer pagamentos a taxa de juro variável à primeira
contraparte. A taxa de juro fixa é chamada a taxa de juro de swap. Os pagamentos são
calculados com base no valor nocional atribuído a activos detidos por cada uma das partes.
Quando o valor nocional é uma soma monetária chama-se nocional principal. Geralmente,
nos swaps em moeda doméstica os nocionais principais não são permutados. Já no caso
dos swaps em moeda estrangeira costuma haver troca.
Um swap de taxas de juro11 IRS é um contrato privado 12 entre dois agentes económicos
X e Y para troca de cashflows correspondentes aos juros devidos por um nocional - per-
mutado entre si as respetivas taxas de juro (sejam fixas ou variáveis). As taxas de juro
variáveis estão normalmente indexadas às taxas de juro a prazo LIBOR ou EURIBOR.
Um swap de taxas de juro na mesma moeda tem algumas definições e terminologias ca-
racterísticas.
Considerem-se os seguintes dados:
• Uma data s0 na qual se conhece uma curva de desconto para as datas futuras13 t > s,
ν(s, t) = 11+r(s,t) associada a taxas de juro r(s, t) e que será usada para a atualização
do cashflow de juros pagos por X e por Y. Dois exemplos comuns:
· a função-preço das (s, t)-ZCB ν(s, t) = B(s, t);
· a função preço induzida por (F (s, t))s≤t, uma curva de rentabilidade de taxas
de juro simples a prazo ν(s, t) = 11+(t−s)F (s,t) .
• Uma data s ≥ s0, chamada data de realização14 do contrato.
11interest rate swap.
12over the counter, OTC.
13zero date.
14settlement date.
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• Uma data t0 ≥ s chamada data de entrada em vigor15 do contrato. A diferença (em
dias) t0 − s é o spot lag do contrato.
• Uma data u chamada data de maturidade16 do contrato. A diferença u − t0 é a
maturidade residual do contrato, também designada por tenor.
• Um conjunto finito de datas
s = tX,0 < tX,1 · · · < tX,NX−1 < tX,NX = u, tX,i ∈ T, ∀i < NX
sendo tX,m−1 a data de entrada em vigor da m-ésima etapa do contrato de X.
• Um conjunto finito de datas
s = tY,0 < tY,1 · · · < tY,NY −1 < tY,NY = u, tY,i ∈ T, ∀i < NY
sendo tY,n−1 a data de entrada em vigor da n-ésima etapa do contrato de Y.
• Uma taxa de juro simples ρX,m, para cada m.
• Um capital nocional, KX,m sobre o qual X paga a taxa de juro ρX,m no intervalo de
tempo [tX,m−1, tX,m[.
• Uma taxa de juro simples ρY,n, para cada n.
• Um capital nocional, KY,n sobre o qual Y paga a taxa de juro ρY,n, no intervalo de
tempo [tY,n−1, tY,n[.
• Um método de contagem do número de dias αX(t, t′) entre as duas datas t e t′ para
o cálculo dos juros do cashflow de X.
• Um método de contagem do número de dias αY (t, t′) entre as duas datas t e t′ para
o cálculo dos juros do cashflow de Y.
O contrato de swap entre X e Y consiste no seguinte:
• Na data tY,n com n ≥ 1, X paga a Y os juros correspondentes ao capital nocional
KY,n,
αY (tY,n−1, tY,n)ρY,nKY,n.
• Na data tX,m com m ≥ 1, Y paga a X os juros correspondentes ao capital nocional
KX,m,
αX(tX,m−1, tX,m)ρX,mKX,m.
15start date.
16maturity date.
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As datas tX,m < u e tY,n < u designam-se datas de reajuste da taxa de juro17 e as
datas tX,m > s e tY,n > s chamam-se datas de pagamento18.
Definição 1.35. Se pelo contrato de swap o agente Y tem de pagar os juros devidos por
X à taxa de juro fixa ρX,m = r recebendo os juros por si devidos à taxa de juro variável
ρY,n, diz-se que o agente Y é o pagador do swap19 e que X é o recebedor do swap20.
Observe-se que, quando tX,m = tY,n, o valor líquido do cashflow nessa data para o
agente económico X é
ψ(s, tn) = KX,mαX(tX,m−1, tX,m))ρX,m −KY,nαY (tY,n−1, tY,n))ρY,n.
O valor atualizado na data s dos pagamentos que o agente económico X tem de fazer ao
agente económico Y é portanto
ΠY (s, t0, u;KY , αY , tY , FY , ν) :=
NY∑
n=1
ν(s, tn)KY,nαY (tY,n−1, tY,n)ρY,n|F(s)
 .
Por sua vez, o valor atualizado na data s dos pagamentos que o agente económico Y tem
de fazer ao agente económico X é portanto
ΠX(s, t0, u;KX , αX , tX , FX , ν) :=
 NX∑
m=1
ν(s, tm)KX,mαX(tX,m−1, tX,m)ρX,m|F(s)
 .
Definição 1.36. A variável F(s)−aleatória,
Swap(s, t0, u; tX ,KX , FX , αX ,KY , tY , FY , αY , ν) = ΠY −ΠX
é o valor que X tem que pagar a Y na data s pelo contrato de swap para que os valores
atuais dos pagamentos efetuados por cada uma das partes do contrato sejam iguais. Diz-se
que Swap é o preço do contrato de swap.
Observação 1.37. Só introduzindo estocasticidade nos processos FX e FY é que se poderá
ter ΠX 6= ΠY .
No caso em que n = m = 1, ou seja, em que existe apenas uma data de pagamento
e ρX,1 = r é uma taxa de juro pré-fixada na data de contrato e ρY,1 é uma taxa de juro
variável, diz-se que este contrato de swap é um acordo de taxas de juro a prazo 21. Nesta
situação o cashflow líquido de X na data u = t1 por unidade de nocional é
αY (t0, t1)ρY,1 = αX(t0, t1)r.
17reset dates.
18payment dates.
19swap payer.
20swap receiver.
21Forward Rate Agreement - FRA.
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No caso em que NX = NY = N , tY,n = tX,m e as taxas de juro ρX,m são pré-fixadas
na data de contrato, pode-se encarar o contrato de swap como uma sucessão de N FRAs.
Observação 1.38. Note-se que ΠX(s, t0, u;KX , αX , tX , FX , ν) e ΠY (s, t0, u;KY , αY , tY , FY , ν)
são normalmente variáveis aleatórias uma vez que dependem das taxas de juro ρX,m e ρY,n
que podem ser desconhecidas na data s.
Uma forma de contornar esta questão é supor que as taxas de juro ρX,m e ρY,n (quando
variáveis ao longo do tempo e não são conhecidas na data de contrato) admitem uma
estrutura a prazo
ρX,m = FX(s, tX,m−1, tX,m) + σX,m ρY,n = FY (s, tY,n−1, tY,n) + σY,n,
onde FX e FY são estruturas a prazo das taxas de juro simples do mercado (por exemplo,
LIBOR ou EURIBOR), σX,m e σY,n são os spreads a aplicar às taxas de juro FX e FY nas
datas tX,m e tY,n respectivamente. Admite-se também que as curvas de rentabilidade teóri-
cas FX(s, t, u) e FY (s, t, u) podem ser estimadas na data s usando a informação disponível
nesta data, nomeadamente as taxas FX(s, t), FY (s, t) e B(s, t).
Definição 1.39. Suponha-se que o agente económico X tem um contrato de amortização
de nocional a uma taxa de juro simples ρX,m constante igual a rswap e que s ≤ t0. O valor
rswap para o qual
ΠX(s, t0, u;KX , αX , tX , FX = rswap, ν(s,−)) = ΠY (s, t0, u;KY , αY , tY , FY , ν(s,−)),
ou seja,
NX∑
m=1
ν(s, tm)KX,mαX(tX,m−1, tX,m)rswap =
NY∑
n=1
ν(s, tn)KY,nαY (tY,n−1, tY,n)ρY,n,
é, portanto,
rswap(s, t0, u, FY ,KX ,KY , ν(s,−)) =
∑NY
n=1 ν(s, tn)KY,nαY (tY,n−1, tY,n)ρY,n∑NX
m=1 ν(s, tm)KX,mαX(tX,m−1, tX,m)
. (1.27)
Diz-se que rswap é a taxa de juro de swap a prazo para o comprador X, relativa ao swap
contratado para o período no período [t0, u].
No caso particular em que s = t0, rswap(s, u, FY ,KX ,KY , ν(s,−)) é a taxa de juro de swap
à vista para o comprador X, relativa ao swap contratado para o período no período [s, u].
Definição 1.40. Considere-se o caso particular em que K = KX,m = KY,n = 1, para todo
o m e n, N = NX = NY e F é uma taxa de juro simples. Além disso a função contagem
20 CAPÍTULO 1. MERCADOS FINANCEIROS EM TEMPO DISCRETO
de dias é igual para as duas partes α = αX = αY . Pela definição (1.32), e admitindo que
o mercado é livre de arbitragem, pelo que ν(s, t) = B(s, t)22, supondo s ≤ t0, tem-se
rswap(s, t0, tN , F,B(s,−)) =
∑N
n=1B(s, tn)α(tn−1, tn)F (s, tn−1, tn)∑N
n=1 α(tn−1, tn)B(s, tn)
=
∑N
n=1B(s, tn)α(tn−1, tn)
(
1
α(tn−1,tn)
B(s,tn−1)
B(s,tn) − 1
)
∑N
n=1 α(tn−1, tn)B(s, tn)
=
∑N
n=1B(s, tn)α(tn−1, tn)
(
1
α(tn−1,tn)
B(s,tn−1)
B(s,tn) − 1
)
∑N
n=1 α(tn−1, tn)B(s, tn)
.
Lembrando a relação (1.18) vem que
rswap(s, t0, tN , F,B(s,−)) =
∑N
n=1B(s, tn)
(
B(s,tn−1)
B(s,t0)
B(s,t0)
B(s,tn) − 1
)
∑N
n=1 α(tn−1, tn)B(s, tn)
= B(s, t0)−B(s, tN )∑N
n=1 α(tn−1, tn)B(s, tn)
.
Diz-se que rswap(s, t0, tN , F,B(s,−)) é a taxa de juro de swap a prazo ao par no período
[t0, tN ].
No caso particular em que s = t0, rswap(s, tN , F,B(s,−)) diz-se a taxa de juro de swap à
vista ao par no período [t0, tN ].
Definição 1.41. Um overnight index swap OIS é um swap com
• uma única data de pagamento de juros t1 = u - ou seja, é um FRA - sendo as
maturidades fixadas entre 7 dias e 1 ano, 7 ≤ α(t0, t1) ≤ Nyear, onde Nyear é o
número de dias num ano, de acordo com o método escolhido para a contagem de
dias.
• um nocional K.
• uma permuta de taxa de juro fixa r = ρX,1 - OIS swap rate- pela taxa de juro variável
ρ = ρY,1 =
Nβ∏
k=1
(
1 + βkrY (t
′
k)
Nyear
)
− 1 (1.28)
que é a média geométrica das taxas de juro instantâneas de curto prazo (overnight
rate) rY (t′k) associadas a uma estrutura de taxas de juro simples a prazo, FY (s, t)
entre as datas t0 e t1 = u, sendo Nβ = αY (t0, t1) o número de dias de transação
financeira23 entre as datas t0 e t1, t′k é o k-ésimo dia de transação financeira e βk o
número de dias de transações financeiras entre o dia t′k e o dia t′k+1, sendo t′1 = t0 e
t′N o último dia de transação financeira antes do dia t1 = u.
22na prática esta igualdade tem de ser entendida como aproximação.
23business days.
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• Nos Estados Unidos da América, a overnight rate é a taxa efectiva de aquisição de
fundos da Reserva Federal (FED Fund).
• Na Zona Euro, a overnight rate é a taxa de juro Euro Overnight Interbank Index
Average(EONIA).
Para um swap OIS com maturidade residual N = t1 − t0 (dias) tem-se
ΠX(s, t0, t1;K,α, tX , FX = r, ν = B) = Kα(t0, t1)rB(s, t1)
ΠY (s, t0, t1;K,αY , tY , FY , ν) = K
Nβ∏
k=1
(
1 + βkrY (τk)
Nyear
)
− 1
B(s, t1).
Portanto, a taxa de juro de um swap OIS é
rOIS =
∏Nβ
k=1
(
1 + βkrY (τk)Nyear
)
− 1
α(t0, t1)
. (1.29)
1.5.1 Exemplos de taxas de juro em contratos de swap
As taxas de juro ρn em contratos de swap são, em geral, de um dos seguintes tipos,
1. ρn = r, taxa de juro constante.
2. ρn = rn taxa de juro conhecida e pré-fixada para a etapa n do contrato.
3. ρn = F (tn−1, tn) +σn, sendo F (tn−1, tn) uma estrutura a prazo de uma taxa de juro
simples (por exemplo LIBOR) e σn é o spread para a etapa n do contrato.
4. taxa de juro com limite máximo (chama-se a este swap um cap de taxas de juro)
ρn = min(F (tn−1, tn) + σn, ρmax),
onde ρmax é o valor máximo que a taxa de juro pode ter. Se pelo contrato de swap
o agente económico X ficar a pagar os juros do agente económico Y à taxa de juro
min(FY (tn−1, tn) + σY,n, ρY,max) ficará pelo menos protegido de subidas da taxa de
juro variável para além do valor ρY,max.
5. taxa de juro com limite mínimo (chama-se a este swap um floor de taxas de juro)
ρn = max(F (tn−1, tn) + σn, ρmin),
onde ρmin é o valor mínimo que a taxa de juro pode ter. Se pelo contrato de swap
o agente económico Y ficar a pagar os juros do agente económico X à taxa de juro
min(FX(tm−1 + σX,m, tm), ρX,max) ficará pelo menos protegido de descidas da taxa
de juro variável abaixo do valor ρX,min.
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1.5.2 Preço de um caplet
Num mercado financeiro sem fricção os spreads são nulos.
Um caplet é um FRA contratado na data s que expira em tk−1 e cuja data de pagamento
é tk. Ou seja, é uma opção europeia sobre a taxa de juro simples variável Fk(tk−1) com
preço de exercício y (limite máximo). A sua dívida contingente é
HE(tk−1, tk, Fk(tk−1), y|F(s), κ) = τk
(
κ (Fk(tk−1)− y)+
)
, (1.30)
onde κ = 1.
Recordando (1.12), o preço da dívida contingente (1.30) atualizado na data s é
pi(HE(tk−1, tk, Fk(tk−1), y|F(s), κ)) = τkν(s, tk)EQ(s)
(
(κ (Fk(tk−1)− y))+
)
. (1.31)
O preço do caplet denota-se por
Caplet(tk−1, tk, Fk(tk−1), y|F(s)) = pi(tk−1, tk, Fk(tk−1), y|F(s), κ = 1).
Seja yATM = Fk(s), o preço de exercício dir-se-á
ATM24, se y = yATM , ITM 25, se y < yATM , OTM26, se y > yATM .
Na data de maturidade tk−1 o caplet diz-se
ATM , se y = Fk(tk−1), ITM , se y < Fk(tk−1), OTM , se y > Fk(tk−1).
O caso dos floorlets é análogo (caso em que κ = −1, ou seja, o caso de uma opção europeia
de venda.). O preço de um floorlet é
Floorlet(tk−1, tk, Fk(tk−1), y|F(s)) = pi(tk−1, tk, y|F(s), κ = −1).
Aqui utiliza-se a terminologia ITM quando y > yATM e OTM quando y < yATM , no caso
dos preços de exercício, e relativamente ao floorlet diz-se ATM quando y = Fk(tk−1), ITM
quando y > Fk(tk−1) e OTM quando y < Fk(tk−1).
1.5.3 Preço de um cap
Um cap é uma sucessão finita de caplets que cobrem períodos consecutivos compreendidos
entre {tm, tm+1, · · · , tn}, no sentido em que um caplet começa na data em que termina
o anterior, que limita superiormente os valores do processo das taxas de juro simples F
24at-the-money.
25in-the-money.
26out-the-money.
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em [tm, tn[. Todos os caplets têm o mesmo preço de exercício y do cap definido na data
de contrato s. Fazendo κ = 1, o cap é a dívida contingente
Hcap(tm, tn, F, y|F(s), κ = 1) =
n∑
k=m+1
HE(tk−1, tk, Fk(tk−1), y|F(s), κ = 1)
=
n∑
k=m+1
τk
(
κ (Fk(tk−1)− y)+
)
. (1.32)
Por conseguinte, o preço da dívida contingente (1.32) na data s é
pi(Hcap(tm, tn, F, y|F(s), κ = 1)) =
n∑
k=m+1
pi(tk, tk+1, Fk(tk−1), y|F(s), κ = 1)
=
n∑
k=m+1
τkν(s, tk)Caplet(tk, tk+1, Fk(tk−1), y|F(s))
=
n∑
k=m+1
τkν(s, tk)EQ(s)
(
(κ (Fk(tk−1)− y))+
)
. (1.33)
O preço do cap é
Cap(tm, tn, F, y|F(s)) = pi(Hcap(tm, tn, F, y|F(s), κ = 1)).
Seja yATM a taxa de juro de swap a prazo
Sm,n(s) = rswap(s, tm, tn). (1.34)
O preço de exercício dir-se-á
ATM , se y = yATM , ITM , se y < yATM , OTM , se y > yATM .
Na data de maturidade tm o cap diz-se
ATM , se y = Sm,n(tm), ITM , se y < Sm,n(tm), OTM , se y > Sm,n(tm).
O caso dos floors é análogo (caso em que κ = −1). O preço de um floor é
Floor(tm, tn, F, y|F(s)) = piE(HE(tm, tn, F, y|F(s), κ = −1)).
Aqui utiliza-se a terminologia ITM quando y > yATM e OTM quando y < yATM , no caso
dos preços de exercício, e relativamente ao floor este diz-se ATM quando y = Sm,n(tm),
ITM quando y > Sm,n(tm) e OTM quando y < Sm,n(tm).
1.5.4 Preço de uma opção de swap
Definição 1.42. Uma opção de swap27 com maturidade na data tm, confere ao comprador
o direito, mas não a obrigação, de entrar - como pagador ou recebedor - num contrato
27swaption - opção sobre um contrato de swap.
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de swap de taxas de juro na data tm, mediante o pagamento do preço da opção acordado
entre ambas as partes na data s,
• opção europeia de swap: na data s o investidor realiza o seguinte contrato:
Na data tm > s, depois de conhecer a taxa de juro de swap Sm,n(tm) = rswap(tm, tm, tn),
o investidorX tem o direito mas não tem a obrigação de entrar num contrato de swap
com início na data tm e maturidade na data tn, a taxa de juro de swap de exercício
é y, sendo a dívida contingente por unidade de portfólio a variável F(tm)-aleatória,
Hswaption(tm, tn, Sm,n(tm), y|F(s), κ) = (κ(Sm,n(tm)− y))+ ,
onde κ = 1 se é uma opção de compra e κ = −1 se é uma opção de venda.
O preço unitário livre de arbitragem da opção europeia de swap é
pi(s,Hswaption(s, tm, tn, Sm,n(tm), y|F(s), κ)) = V (s, ϕ),
que é o valor atualizado na data s de uma estratégia de negócio admissível ϕ tal que
V (tm, ϕ) = Hswaption(tm, tm, tn, Sm,n(tm), y|F(s), κ). Ou seja,
pi(s,Hswaption(tm, tn|F(s), κ)) =
=EQ(s)
(
κ
(
N∑
k=m+1
τkν(tm, tk)α(tk−1, tk)Fk(tm)−
N∑
k=m+1
ν(tm, tk)α(tk−1, tk)y
))+
=
 N∑
k=m+1
ν(tm, tk)α(tk−1, tk)
EQ(s) ((κ(Sm,n(tm)− y))+) ,
que é a diferença entre os valores atualizados, na data tm de início do swap subjacente à op-
ção europeia, dos pagamentos da fixed leg (feitos pelo pagador do swap) e dos pagamentos
da floatting leg (feitos pelo recebedor do swap).
O preço da opção de pagador de swap, κ = 1, é
SwaptionP (tm, tn, Sm,n(tm), y|F(s)) = piE(s,Hswaption(tm, tn, Sm,n(tm), y|F(s), κ = 1)).
O preço da opção de recebedor de swap, κ = −1, é
SwaptionR(tm, tn, Sm,n(tm), y|F(s)) = piE(s,Hswaption(tm, tn, Sm,n(tm), y|F(s), κ = −1))
Seja yATM a taxa de juro de swap a prazo
Sm,n(s) = rswap(s, tm, tn).
O preço de exercício dir-se-á
ATM , se y = yATM , ITM , se y < yATM , OTM , se y > yATM .
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Na data de maturidade tm a opção europeia de swap diz-se
ATM , se y = Sm,n(tm), ITM , se y < Sm,n(tm), OTM , se y > Sm,n(tm).
No caso da opção europeia de recebedor de swap, utiliza-se a terminologia ITM quando y >
yATM e OTM quando y < yATM , relativamente aos preços de exercício. Esta opção diz-se
ATM quando y = Sm,n(tm), ITM quando y > Sm,n(tm) e OTM quando y < Sm,n(tm).
1.6 Modelos para a estrutura a prazo de taxas de juro
Frequentemente as instituições financeiras - da banca às grande financeiras passando pelas
companhias de seguro - têm que estimar a estrutura a prazo das taxas de juro. Esta estima-
ção pode ter por base modelos empíricos, como o método de bootstrapping, modelos para-
métricos, como o modelo de McCulloch (splines), ou o modelo de Nelson-Siegel-Svensson,
descritos em seguida.
1.6.1 Método de bootstrapping
Suponha-se que se dispõe de NB obrigações ordenadas por ordem crescente das datas
de maturidade m1 = t1 < · · · < mNB = tNB e que essas datas de maturidade residual
são distintas duas a duas. Considera-se também que as datas de resgate do nocional da
obrigação j são t1 < · · · < tj . A data de maturidade da obrigação i é mNi .
O preço por unidade de nocional da obrigação n com maturidade na data tn é
Pn(t0) =
n∑
i=1
B(t0, ti)ψn(ti−1, ti)
onde
ψn(ti−1, ti) = Ri +
(
1−
i∑
k=1
Rk
)
ρk.
representa o cashflow no intervalo ]tk−1, tk] associado à obrigação n, sendo que ρk é a taxa
de juro simples de cupão da obrigação k na data tk e Rk é a fracção do nocional que é
resgatado na data tk.
Conhecendo os NB preços das obrigações, os preços das ZCB ficam determinados resol-
vendo o sistema de equações, escrito na forma matricial como
ψB = P,
onde ψ = (ψ(ti, tj))0≤i≤NB−1, 1≤j≤i+1 é uma matriz quadrada triangular inferior com NB
linhas, P = (Pi(t0))1≤i≤NB é a matriz coluna dos preços das ZCB e B = (B(t0, ti))1≤i≤NB
é a matriz coluna dos preços das ZCB a determinar.
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1.6.2 Método de McCulloch
Trata-se de um método proposto por J. Huston McCulloch [20] para o ajustamento de
uma função spline à função de desconto B(t0, t).
Na data t0 existe um conjunto deNB obrigações com datas de maturidade tNT,1 , · · · , tNT,NB
- não necessariamente distintas -, maiores ou iguais que t0 e ordenadas por ordem crescente.
Seja u∗ = tNT,NB − t0 a maior das maturidades residuais observadas. O intervalo [0, u∗] é
dividido em n−2 subintervalos definidos por n−1 pontos, 0 = u1 < u2 < · · · < un−1 = u∗.
A função t 7→ B(s, t) é definida para s ≤ t ≤ tNT,NB por
B(s, t) = 1 +
n∑
k=1
βkgk(t− s)
onde β = (βk)1≤k≤n é a matriz coluna de parâmetros e cada função gk : [0,∞[ 7→ R é uma
função seccionalmente polinomial.
A estimação dos parâmetros β pode ser feita pelo método dos mínimos quadrados, mini-
mizando a soma do quadrado dos resíduos entre preços observados e preços modelados.
1.6.3 Modelo de Nelson-Siegel-Svensson
Nelson e Siegel publicaram um artigo [22] no qual propuseram um modelo para a taxa de
rentabilidade instantânea de uma ZCB. Este modelo permite reproduzir algumas formas
observadas para as curvas de rentabilidade Y (s, t), por exemplo, comportamento monó-
tono, concavidade para cima ou para baixo - neste caso designa-se por hump - ou inflexões
da concavidade.
Mais tarde, Svensson publicou [27] uma generalização do modelo de Nelson-Siegel[3] -
posteriormente modificada por Björk e Christensen [3] - de modo a incluir mais um hump
na curva Y (t, Y ). A expressão obtida já após a modificação é
Y (t, t+m) =β0(t)Y0(t, t+m) + β1(t)Y1(t, t+m)
+β2(t)Y2(t, t+m) + β3(t)Y3(t, t+m),
Y0(t, t+m) = 1, Y1(t, t+m) =
1− exp
(
− mτ1(t)
)
m
τ1(t)
 ,
Y2(t, t+m) =
1− exp
(
− mτ1(t)
)
m
τ1(t)
− exp
(
− m
τ1(t)
) ,
Y3(t, t+m) =
1− exp
(
− mτ2(t)
)
m
τ2(t)
− exp
(
− 2m
τ2(t)
) ,
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sendo θ(t) = (τ(t), β(t)) = (τ1(t), τ2(t), β0, β1(t), β2(t), β3(t)) o vetor de parâmetros do
modelo. No que se segue, designa-se este modelo - com modificação - por modelo de
Svenson. Este modelo é utilizado diariamente pelo Banco Central Europeu (BCE) e pelo
Banco Central Alemão (Bundesbank) para calcular a estrutura a prazo das ZCB dia a dia.
Estes parâmetros têm as seguintes restrições e significado
• β0 é o valor assimptótico de m→ Y (t, t+m) em m =∞, ou seja,
β0 = lim
m→∞Y (t, t+m),
Pode-se entender como a taxa de rentabilidade de longo prazo. Por razões econó-
micas impõe-se a β0 > 0. Diz-se que a componente β0Y0 é a componente de longo
prazo do modelo.
• Pela regra de L’Hôpital
β0 + β1 = Y (t, t+) = lim
m→0+
Y (t, t+m).
A função Y1(t,m) é monotonamente decrescente. Esta função toma o valor 1 em
m = 0 a uma taxa exponencial. Diz-se que β1Y1 é a componente de curto prazo do
modelo.
• β1 determina o sinal da velocidade com que a taxa de rentabilidade Y (t,m) se
aproxima da taxa de rentabilidade de longo prazo.
• τ1 > 0 determina a taxa de decrescimento exponencial da componente de curto
prazo.
• A função β2Y2 tem valor 0 em m = 0, é crescente até uma data m(τ1) = τ1m > 0, e
depois decresce rapidamente para zero. Por isso, se chama a componente de médio
prazo do modelo..
• β2 determina o tipo de concavidade da componente de médio prazo β2Y2 numa
vizinhança de τ∗1 . Se β2 > 0 numa vizinhança de τ∗1 a curva de rentabilidade é
côncava , se β2 < 0 é convexa.
• A função Y3 toma o valor 0 em m = 0, é crescente até uma data m = τ∗2 > 0 e depois
decresce rapidamente para zero. Por isso, se chama a β3Y3 a segunda componente
de médio prazo.
• τ2 ≥ τ1 determina a taxa de decrescimento exponencial a partir de τ2.
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• β3 determina o tipo de concavidade da curva de rentabilidade numa vizinhança de
τ∗2 . Se β3 > 0 numa vizinhança de τ2 a curva de rentabilidade é côncava. Se β3 < 0
numa vizinhança de τ2 a curva é convexa.
Uma forma de estimar os parâmetros θ(t) é minimizar a soma dos quadrados da diferença
entre as taxas de rentabilidade na maturidade estimadas e as observadas. Fixado o par
τ = (τ1(t), τ2(t)), este é um problema de mínimos quadrados lineares nos parâmetros
β = (β0(t), β1(t), β2(t), β3(t)).
1.7 Convenções de mercado
1.7.1 Métodos de contagem de dias
A contagem de dias nos mercados financeiros está regulada por convenções internacionais
[15]. Tipicamente o método de contagem varia em função dos países onde são realizados
os negócios e do tipo de instrumento financeiro a que se destina. Diferentes métodos
de contagem de dias podem induzir diferenças significativas nos resultados dos modelos
utilizados para o cálculo dos preços.
Apresentam-se dois métodos de contagem de dias da chamada família Actual [2] que
vigoram principalmente nos mercados da zona Euro e nos mercados dos Estados Unidos
da América.
Sejam t1 e t2 duas datas de T tais que t1 ≤ t2. Nestes métodos o número de dias entre t1 e
t2 é igual ao número de dias do calendário juliano entre t1 e t2 e nota-se por Ndays(t1, t2).
O número de dias a considerar em cada ano é que pode variar consoante o método.
• método Actual/360 :
α(t1, t2) =
Ndays(t1, t2)
360
• método Actual/Actual28:
Neste método o número de dias corresponde ao número de dias de cada ano (365 se
o ano for comum e 366 se o ano for bissexto).
· Ndaysc(t1, t2) é o número de dias em anos comuns que estão entre t1 e t2;
· Ndaysl(t1, t2) é o número de dias em anos bissextos que estão entre t1 e t2;
α(t1, t2) =
Ndaysc(t1, t2)
365 +
Ndaysl(t1, t2)
366 .
28também conhecido por Actual/365.
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1.8 Dados de mercado
Os dados de mercado utilizados provêm do simulador Swap Pricer da plataforma Thomson
Reuters Eikon da Thomson Reuters.
Tratam-se de dados relativos a caps e opções europeias de compra sobre swaps de paga-
dores, ambos os casos, relativos à taxa EURIBOR.
Foram recolhidos dados diários relativos a março e abril de 2014 sobre a volatilidade im-
plícita (em fração decimal) cotada no mercado para os derivados considerados e sobre as
curvas de desconto utilizadas para cada dia de transação.
A volatilidade de swaptions está cotada de acordo com o par expiry-tenor para preços de
exercício expressos como spreads (variando até 150 pontos base) relativamente ao forward
(em fração decimal).
Os dados de caps têm uma apresentação idêntica mas as volatilidades estão expressas em
Expiry Tenor Forward -150 -100 -50 -25 0 25 50 100 150
1M 1Y 0.00 1.16 0.78 0.71 0.72 0.78 0.82
3M 1Y 0.00 1.13 0.74 0.67 0.68 0.73 0.77
6M 1Y 0.00 1.23 0.81 0.68 0.67 0.71 0.75
1Y 1Y 0.01 1.29 0.94 0.88 0.85 0.84 0.82 0.81
2Y 1Y 0.01 1.30 0.99 0.83 0.76 0.75 0.79 0.83
3Y 1Y 0.01 1.07 0.74 0.67 0.63 0.61 0.60 0.60 0.61
· · ·
1M 2Y 0.01 1.27 0.58 0.62 0.63 0.64 0.64 0.64
3M 2Y 0.01 1.00 0.65 0.61 0.59 0.58 0.57 0.57
6M 2Y 0.01 1.05 0.72 0.64 0.61 0.59 0.57 0.57
1Y 2Y 0.01 1.08 0.79 0.67 0.62 0.60 0.60 0.62
2Y 2Y 0.01 1.05 0.68 0.63 0.59 0.56 0.53 0.50 0.47
3Y 2Y 0.02 0.92 0.57 0.51 0.50 0.48 0.47 0.46 0.45 0.44
· · ·
Tabela 1.1: Excerto dos dados retirados do Swap Pricer para swaptions de 2014-03-17.
função do expiry e preço de exercício (absoluto e não em spread).
Através da plataforma Thomson Datastream recolheu-se ainda informação relativamente
às taxas EURIBOR e LIBOR, às taxas de FRA e taxas de swap do mercado europeu.
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Capítulo 2
Modelo HJM em tempo discreto
O objectivo deste capítulo é descrever uma generalização do modelo discreto de Heath-
Jarrow-Morton, HJM, [14] a L factores aleatórios, e identificar o modelo multinomial de
Ho-Lee[16] como caso particular.
Considere-se a família de preços das ZCB, (B(t, u))(t,u)∈T2 . Fixado t ≤ u, (B(t, u))u∈T
é estrutura a prazo dos preços das ZCB na data t.
Notação 2.1. Usa-se a seguinte notação Yδ(s, t) = Y (s, t, t+ 1).
Pela relação (1.19), os preços podem ser escritos da seguinte forma,
B(t, u) = B(t, u− 1) exp (−τu−1Yδ(t, u− 1))
Por recorrência, obtém-se
B(t, u) = exp
− u−1∑
j=t
τjYδ(t, j)
 . (2.1)
Note-se que (Yδ(t, u))(t,u)∈T2 é a taxa de juro de curto prazo esperada para o período
[u, u+ 1[ que é induzida pelas ZCB, dada a σ-álgebra F(t), ou seja,
Yδ(t, u) = EQ (Yδ(u, u)|F(t)) = EQ (r(u)|F(t)) .
2.1 Perturbações estocásticas
Numa data t ∈ T arbitrária, (Ω∗(t), P(Ω∗(t)), P∗(t)) é um espaço de probabilidade onde,
• Ω∗(t) = Ω∗1(t)× · · · ×Ω∗L(t) é o espaço amostral, produto cartesiano de L conjuntos
finitos, tais que
Ω∗l (t) = {al(1), · · · , al(Ml(t))}, |Ω∗l (t)| ≥ 2, (∀l ∈ L),
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sendo Ml(t) ∈ N, para todo o t ∈ T e l ∈ L, L = {1, · · · , L}. Denota-se ainda
Ml(t) = {1, · · · ,Ml(t)}.
O espaço amostral tem, portanto, M(t) = ∏l∈LMl(t) elementos. Ω∗l (t) é o espaço
amostral do l-ésimo fator influenciador da perturbação estocástica.
• O vetor dos acontecimentos ocorridos na data t, é ω(t) ∈ Ω∗,
ω(t) = {∀l ∈ L,∃k ∈Ml(t) : ωl(t) = al(t; k)},
onde
al(t; k) =

1, se ωl(t) = al(k)
0, caso contrário.
• P(Ω∗(t)) é a σ-álgebra relativamente a Ω∗(t).
• P∗(t) é uma medida em Ω∗(t) tal que para um elemento arbitrário ω(t) ∈ Ω∗(t) se
verifica em cada data t ∈ T,
p(t;ω(t)) := P∗(t;ω(t)) > 0,
∑
ω(t)∈Ω∗
p(t;ω(t)) = 1.
O espaço de probabilidade (Ω,F(T ),P) é o produto de N espaços de probabilidade (Ω∗(t),
P(Ω∗(t)), P∗(t)), t ∈ T. A filtração F é definida por
F(T ) = P (Ω) = σ
(
Ω¯(T )
)
, F(t) = σ
(
Ω¯(t)
)
, (∀t ∈ T).
No que se segue para cada l ∈ L supõe-se que a cardinalidade do espaço amostral é
constante igual a um número Ml ∈ N, ou seja, em todas as datas t:
|Ω∗l (t)| = Ml(t) = Ml e Ml(t) = Ml.
Para cada par (t, u) ∈ T2, com t ≤ u, existem funções associadas a cada conjunto Ω∗l∈L,
ηˆl(t, U) : Ω∗l → R+, ωl(t)→ ηˆl(t, U ;ωl(t)),
tais que
(i) ηˆl(t, t− 1;ωl(t)) = 0, ωl(t) ∈ Ω∗l∈L;
(ii) ηˆl(t, u; al(k)) ≤ ηˆl(t, u; al(k + 1)), k ∈Ml;
(iii) ηˆl(t, U ; al(1)) < ηˆl(t, U ; al(Ml)).
Daqui em diante, denota-se por ηl(z; j), a imagem da função ηl, l ∈ L, para uma
maturidade residual z dada a realização do acontecimento a(j), previamente denotada
por ηl(z; a(j)).
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2.1.1 Processo das taxas de juro à vista
A família de funções previamente introduzida, (ηˆl)l∈L designada família de funções de
perturbação surge associada a uma família de indicatrizes, (al(t;ω(t)))l∈L, que descrevem
os acontecimentos realizados na data t ∈ T.
A medida P∗(t) é, neste caso, a distribuição de probabilidade conjunta do vetor aleatório
ω(t) condicionada pela história até à data t, ω¯(t), e que descreve a correlação entre as suas
componentes.
Uma vez conhecido o vetor ω(t), as funções (ηˆi)1≤i≤L caracterizam as perturbações quanto
à sua magnitude. Estas funções poderão também depender da história até à data t,
ω¯(t). Fixada a data u, o processo taxas de juro a prazo, Yδ = (Yδ(t, u))t∈T é o processo
F−adaptado definido pela lei de evolução
Yδ (t, u) = Yδ (0, u) +
t∑
i=1
L∑
l=1
Ml∑
k=1
al (i; k) ηˆl(i, u; k) = Yδ (0, u) +
t∑
i=1
L∑
l=1
ηˆl(j, u;ωl(i)).
O processo das taxas de juro à vista segue a seguinte lei
Yδ (t, t) = r(t)
= Yδ (0, t) +
t∑
i=1
L∑
l=1
Ml∑
k=1
al (i; k) ηˆl(i, t; k) = Yδ (0, t) +
t∑
i=1
L∑
l=1
ηˆl(j, t;ωl(i)).
(2.2)
2.1.2 Processo dos preços descontados
O preço da (t,u)-ZCB descontado relativamente ao numerário (X(t))t∈T na data t é
B˜(t, u) = B(t, u)
X(t) = B(t, u) exp
− t−1∑
j=0
r(j)τj
 . (2.3)
À família de preços
(
B˜(t, u)
)
t∈T chama-se processo dos preços descontados das obri-
gações com zero cupões.
Recorrendo às relações (2.1) e (2.3), obtém-se a seguinte expressão para o preço descontado
da (t,u)-ZCB,
B˜(t, u) = exp
− u−1∑
j=t
τjYδ(t, j)
 exp
− t−1∑
j=0
τjr(j)

= exp
− u−1∑
j=t
τjYδ(t, j)−
t−1∑
j=0
τjYδ(j, j)
 . (2.4)
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Considere-se que a data atual é s ∈ T e que s ≤ t ≤ u e que τk = τ , para todo k ∈ T¯,
ou seja, que a diferença entre quaisquer datas consecutivas é τ . Empregando as expressões
(2.1) e (2.2) em (2.4) decorre,
B˜(t, u) = exp
(
− τ
u−1∑
j=s
Yδ(s, j)− τ
u−1∑
j=t
t∑
i=1
L∑
l=1
ηˆl(i, j;ωl(i))
− τ
t−1∑
j=s+1
j∑
i=1
L∑
l=1
ηˆl(i, j;ωl(i))
)
(2.5)
Trocando a ordem dos somatórios e fazendo os devidos ajustes obtém-se
B˜(t, u) =B (s, u) exp
(
− τ
t∑
i=s
u−1∑
j=i
L∑
l=1
Ml∑
k=1
al (i; k) ηˆl(i, j; k)
)
=B (s, u)
t∏
i=s
u−1∏
j=i
L∏
l=1
Ml∏
k=1
exp
(
− τ ηˆl(i, j; k)
)al(i;k)
(2.6)
As alterações nos índices dos somatórios resultaram da seguinte propriedade,
t¯−1∑
j=1
j∑
i=1
W (i, j) =
t¯−1∑
i=1
t¯−1∑
j=i
W (i, j),
sendo W (i, j) uma função arbitrária que depende dos índices dos somatórios.
A razão entre o preço descontado na data t e o preço descontado na data anterior t − 1
permite identificar a componente estocástica associada à realização do acontecimento da
data t,
B˜(t, u)
B˜(t− 1, u) =
u−1∏
j=t
L∏
l=1
Ml∏
k=1
exp
(
− τ ηˆl(t, j; k)
)al(t;k)
(2.7)
De forma equivalente, o preço de uma (t,u)-ZCB escreve-se, mais genericamente,
B(t, u) =B(t− 1, u)
B(t− 1, t)
u−1∏
j=t
L∏
l=1
Ml∏
k=1
exp
(
− τ ηˆl(t, j; k)
)al(t;k)
=B(t− 1, u)
B(t− 1, t)
u−1∏
j=t
L∏
l=1
exp
(
− τ ηˆl(t, j;ωl(t))
)
.
Sejam t, u ∈ T datas arbitrárias, tais que t ≤ u, l ∈ L. Define-se
ηl(t, u) : Ω∗l 7→ R+, ωl(t) 7→
u−1∏
j=t
exp
(
− τ ηˆl(t, j;ωl(t))
)
, l ∈ L
logo,
B(t, u) =B(t− 1, u)
B(t− 1, t)
L∏
l=1
ηl (t, u;ωl(t)) .
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Por recorrência, resulta
B(t, u) =B(s, u)
B(s, t)
t∏
i=s+1
L∏
l=1
u−1∏
j=t
exp
(
− τ ηˆl(i, j;ω(i))
)
B(s, u)
B(s, t)
t∏
i=s+1
L∏
l=1
ηl (i, u;ωl(i))
ηl (i, t;ωl(i))
.
A função ηˆl(t, u;ωl(t)) surge como a perturbação que afeta a taxa de juro de curto prazo
relativa ao período [u, u+ 1[ mediante a realização do acontecimento ω(t) na data t. Por
sua vez, o preço B(t, u) da (t,u)-ZCB depende das perturbações reflectidas sobre todos os
períodos desde a realização de um acontecimento até à maturidade do produto financeiro.
2.2 Considerações sobre as perturbações aleatórias
Apesar das expressões e relações já apresentadas, é fundamental definir restrições sobre
as componentes estocásticas do modelo como garantia de que o mercado financeiro é livre
de arbitragem.
Relembrando o Teorema 1.18, surge o seguinte corolário.
Corolário 2.2. Em cada data t, existe uma medida de probabilidade Q(t), com t ≤ u,
tal que
∑
ω(t)∈Ω∗
q(ω(t))
(
L∏
l=1
ηl (t, u;ωl(t))
)
= 1. (2.8)
Demonstração. 1. (1)⇒ (2):
Supondo que
(
B˜(t, u)
)
t∈T é uma martingala relativamente à medida Q(t) condicio-
nada pela história até à data t então, para qualquer t < u,
EQ(t)
(
B˜(t, u)
∣∣∣F(t− 1)) = B˜(t− 1, u).
Portanto,
EQ(t)
(
B˜(t, u)
∣∣∣F(t− 1)) =EQ(t)
(
B˜(t− 1, u)
[
L∏
l=1
ηl (t, u;ωl(t))
])
=B˜(t− 1, u) EQ(t)
(
L∏
l=1
ηl (t, u;ωl(t))
)
.
Da última expressão conclui-se que a seguinte condição é necessária,
EQ(t)
(
L∏
l=1
ηl (t, u;ωl(t))
)
=
∑
ω(t)∈Ω∗
q(ω(t))
(
L∏
l=1
ηl (t, u;ωl(t))
)
= 1
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2. (2)⇐ (1):
Supondo que
(
B˜(t, u)
)
t∈T não é uma Q(t)-martingala. Existe uma data t
∗ tal que
∑
ω(t∗)∈Ω∗
q(ω(t∗))
(
L∏
l=1
ηl (t∗, u;ωl(t∗))
)
6= 1,
o que contraria a hipótese (2.8).

Lema 2.3. Sejam R(1), · · · , R(M) números reais tais que
R(1) ≤ · · · ≤ R(M) e R(1) < R(M).
Seja ρ um número real, então existe q = (q(1), · · · , q(M)) ∈ RM tal que
(1) q é estritamente positivo, (2)
M∑
k=1
q(k) = 1, (3)
M∑
k=1
R(k)q(k) = ρ,
se e só se
η∗(t, U ; a(1)) < ρ < η∗(t, U ; a(M)).
Demonstração. Se existir tal medida de probabilidade então
R(1) =
M∑
k=1
R(1)q(k) <
M∑
k=1
R(k)q(k) = ρ <
M∑
k=1
R(M)q(k) = R(M).
No caso em que M = 2, R(1) < R(2). Se R(1) < ρ < R(2) então
q =
(
R(2)− ρ
R(2)−R(1) ,
ρ−R(1)
R(2)−R(1)
)
é a única medida que satisfaz as condições requeridas. Suponha-se que M > 2 e, para um
certo 1 < K < M ,
R(1), · · · , R(K) < ρ < R(K + 1), · · · , R(M).
Defina-se
b = (b(1), b(2)) =
 1
K
K∑
k=1
R(k), 1
M −K
M∑
k=K+1
R(k)
 .
Então b(1) < ρ < b(2), pelo caso M = 2, tem-se,
λ = (λ(1), λ(2)) =
(
b(2)− ρ
b(2)− b(1) ,
ρ− b(1)
b(2)− b(1)
)
,
verifica as condições
λ > 0, λ · b = ρ, λ(1) + λ(2) = 1.
Defina-se
q(j) =

λ(1)
K , se j = 1, · · · ,K
λ(2)
K , se j = K + 1, · · · ,M,
então q satisfaz as condições requeridas no enunciado. 
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Teorema 2.4. As seguintes condições são equivalentes:
(i) O mercado financeiro de obrigações com zero cupões é livre de arbitragem.
(ii) A função η∗(t, u) =
L∏
l=1
ηl (t, u) verifica as seguintes condições:
η∗(t, u; a(1)) < 1 < η∗(t, u; a(M)),
para uma data t ∈ T fixada e u > t.
Demonstração. Seja
η∗(t, u;ω(t)) =
L∏
l=1
ηl (t, u;ωl(t)) ,
onde ω(t) ∈ Ω∗ e Ω∗ = {a(i) : 1 ≤ i ≤M}.
A taxa de rentabilidade associada a uma (t,u)-ZCB é a variável aleatória,
ru(t) =
1
B(t− 1, t)η
∗(t, u;ω(t))− 1
e a taxa de rentabilidade de uma conta bancária de depósitos a prazo na data t é
rX(t) =
1
B(t− 1, t) − 1.
Logo,
ru(t)− rX(t) = 1
B(t− 1, t)
(
η∗(t, u;ω(t))− 1
)
.
O mercado é livre de arbitragem se e só se para cada data t ∈ T e maturidade u > t existir
q(t, ω¯(t− 1)) ∈ RM tal que,
M∑
j=1
q(t, ω¯(t− 1), j) = 1 e q(t, j, ω¯(t− 1)) > 0 (1 ≤ j ≤ n),
B(t−1, t|ω¯(t−1))

rt+1(t, a(1))− rX(t) . . . rt+1(t, a(M))− rX(t)
...
...
ru(t, a(1))− rX(t) . . . ru(t, a(M))− rX(t)


q(t, a(1), ω¯(t− 1))
...
q(t, a(M), ω¯(t− 1))
 =

0
...
0

⇐⇒

η∗(t, t+ 1; a(1))− 1 . . . η∗(t, t+ 1; a(M))− 1
...
...
η∗(t, u; a(1))− 1 . . . η∗(t, u; a(M))− 1


q(t, a(1), ω¯(t− 1))
...
q(t, a(M), ω¯(t− 1))
 =

0
...
0

⇐⇒

η∗(t, t+ 1; a(1)) . . . η∗(t, t+ 1; a(M))
...
...
η∗(t, u; a(1)) . . . η∗(t, u; a(M))


q(t, a(1), ω¯(t− 1))
...
q(t, a(M), ω¯(t− 1))
 =

1
...
1

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Pelo Lema 2.3, este sistema tem solução q(t) > 0 que é uma distribuição de probabilidade
se e só se,
η∗(t, u; a(1)) < 1 < η∗(t, u; a(M)), u ∈ T, u ≥ t.

Note-se que fixando L = 2 e Ml = 2 para todo o lobtém-se o modelo de HJM em
tempo discreto.
2.3 Modelo de Ho-Lee multinomial
Um caso particular do modelo apresentado é o modelo de Ho-Lee multinomial [1]. Trata-se
do caso em que L = 1, a medida P∗(t) = P∗ não depende da data t e supõe-se que a reper-
cussão de um acontecimento é, independentemente da data de ocorrência, a mesma sobre
todos os intervalos de tempo futuros. Por outras palavras, considera-se que ηˆ(t, j;ω(t)) é
constante no intervalo ]t, u], ou seja
η(t, u;ω(t)) = exp
(
− τ ηˆ(t, u;ω(t))
)u−t
. (2.9)
Nota 2.5. Se, além das restrições agora impostas sobre L e a medida P, se tiver M = 2
obtém-se o modelo de Ho-Lee original [16].
Assim, a função η(t, u) depende essencialmente da maturidade residual, u− t. Ou seja,
para cada maturidade residual, z ∈ T, existem funções associadas ao conjunto Ω∗,
η(z) : Ω∗ → R+, ω(t)→ η(z;ω),
tais que
(i) η(0;ω(t)) = 1, ω(t) ∈ Ω∗;
(ii) η(z; a(1)) ≤ · · · ≤ η(z; a(M));
(iii) η(z; a(1)) < η(z; a(M)).
Fixada a data u, o processo de preços (B(t, u))t∈T, t ≤ u, é definido pela lei de evolução
B(t, u) = B(t− 1, u)
B(t− 1, t) η(u− t) t, u ∈ T, t ≤ u. (2.10)
Relembre-se que a data actual é s ∈ T tal que s ≤ t ≤ u. A condição (iii) sobre a
função η implica que as condições sobre a lei de evolução dos preços aqui referidas sejam
compatíveis.
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Note-se que na data t o preço da (t, u)−ZCB é o produto do fator determinístico B(t−1,u)B(t−1,t)
pelo factor estocástico η(z, j) que depende da maturidade residual, z = u−t, e da realização
do acontecimento a(j) ∈ Ω∗ na data t. Por recorrência obtém-se a seguinte expressão que
é equivalente a (2.10),
B(t, u) = B(s, u)
B(s, t)
t∏
k=s+1
η(u− k;ω(k))
η(t− k;ω(k)) , (2.11)
conhecida a σ−álgebra F(s).
Sejam,
• B(t, u| j,F(t− 1)), o preço da (t, u)− ZCB na data t condicionado pela σ-álgebra
F(t− 1) e pela realização do acontecimento a(j) na data t.
• B(t, u| k, j,F(t−2)), o preço da (t, u)−ZCB na data t condicionado pela σ-álgebra
F(t− 2) e pela realização dos acontecimentos a(j), na data t− 1, e a(k) na data t.
Definição 2.6. O j-ésimo parâmetro de volatilidade, λj , é definido por
λj =
B(t, t+ 1| j,F(t− 1))
B(t, t+ 1| M,F(t− 1)) =
η(1, j)
η(1,M) , j ∈M, λM = 1.
Os parâmetros (λj)j∈M, podem ser vistos como perturbações associadas a uma realização
do acontecimento a(j) relativamente à perturbação η(1,M) de maior magnitude.
Teorema 2.7. As seguintes condições são equivalentes:
(i) O mercado financeiro de obrigações com zero cupões é livre de arbitragem.
(ii) ∀z ∈ T, η(z; a(1)) < 1 < η(z; a(M)).
A demonstração do Teorema 2.7 é em tudo idêntica à do Teorema 2.4. Note-se que
o vetor q, introduzido na demonstração, pode ser escolhido independentemente de t e de
ω¯(t−1) porque q tem de verificar a igualdade
M∑
k=1
η(z, a(k))q(k) = 1 e a matriz do sistema
só depende de t e de ω¯(t− 1) através do factor multiplicativo B(t− 1, t|ω¯)−1.
Da demonstração do Teorema 2.4 resulta, tendo em conta os pressupostos desta secção, o
seguinte corolário.
Corolário 2.8. As seguintes condições são equivalentes:
(i) O mercado é livre de arbitragem.
(ii) Existe q = (q(j))j∈M ∈ RM , independente da data e da maturidade residual, tal que
∀z ∈ T,
M∑
j=1
η(z, j)q(j) = 1, ∀j ∈M, q(j) > 0,
M∑
j=1
q(j) = 1.
40 CAPÍTULO 2. MODELO HJM EM TEMPO DISCRETO
Daqui em diante far-se-á a hipótese de o mercado de obrigações com zero cupões
ser livre de arbitragem e que Q é uma medida martingala para o processo dos preços
descontados
(
B˜(t, u)
)
t∈T, t ≤ u que é P-equivalente e determinada por q.
Proposição 2.9. As seguintes condições são equivalentes:
(i) B(t, u| k, j,F(t− 1)) = B(t, u| j, k,F(t− 1)), k, j ∈M, t ∈ T, t ≤ u.
(ii) η¯(z, j) = λj η¯(z − 1, j), j ∈M, z ∈ T,
onde η¯(z, j) = η(z, j)
η(z,M) .
Neste caso diz-se que a árvore de acontecimentos E(F) é recombinável.
Demonstração.
B(t, u| k, j,F(t− 1)) = B(t, u|j,F(t− 1))
B(t− 1, t|j,F(t− 1))η(u− (t+ 1), k)
= B(t, u)
B(t− 1, t)η(u− t, j)η(u− (t+ 1), k)
B(t− 1, t)
B(t− 1, t+ 1)η(1, j)
= B(t− 1, u)
B(t− 1, t+ 1)
η(u− t, j)
η(1, j) η(u− (t+ 1), k).
De forma análoga obtém-se
B(t, u| j, k,F(t− 1)) = B(t− 1, u)
B(t− 1, t+ 1)
η(u− t, k)
η(1, k) η(u− (t+ 1), j).
Logo B(t, u| j, k,F(t− 1)) = B(t, u| k, j,F(t− 1)) se e só se,
η(z, j)
η(z, k) =
η(1, j)
η(1, k)
η(z − 1, j)
η(z − 1, k)
ou seja,
η(z, j)
η(z, k) =
λj
λk
η(z − 1, j)
η(z − 1, k) .
Tomando k = M vem
η(z, j)
η(z,M) = λj
η(z − 1, j)
η(z − 1,M) .
Por outro lado, se esta relação for satisfeita tem-se
η(z, j)
η(z, k) =
η(z,M)η(z, j)
η(z,M)η(z, k) = λj
η(z − 1,M)
η(z − 1, k)
η(z − 1, j)
λkη(z − 1,M) =
λj
λk
η(z − 1, j)
η(z − 1, k)

Note-se que η¯(z, j) = λzj , por indução sobre z. Mais, há uma relação dos parâmetros
de volatilidade com a expressão (2.9),
η(z;ω(t)) = exp
(
− τ ηˆ(t, u;ω(t))
)z
= λzω(t)η(z;M),
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de forma equivalente,
η(z; j)
η(z;M) =
exp
(
− zτ ηˆ(t, u; j)
)
exp
(
− zτ ηˆ(t, u;M)
) = λzj , j ∈M.
Daqui em diante far-se-á a hipótese de que a árvore de acontecimentos é recombinável.
Proposição 2.10. As perturbações η(z, a(k)) podem ser escritas em termos dos coefici-
entes de volatilidade e da medida martingala Q determinada por q do seguinte modo:
η(z, a(k)) = λ
z
k∑M
j=1 λ
z
jq(j)
, k ∈M.
Demonstração. Por indução sobre z tem-se, usando o que foi referido na prova de (2.9),
η(z, a(j))
η(z, a(k)) =
(
λj
λk
)
.
Por outro lado a condição de não arbitragem implica que ∑Mj=1 η(z, a(j))q(j) = 1.
Logo, ∑Mj=1 η(z, a(j))η(z, a(k))q(j) = 1η(z, a(k)) e portanto ∑Mj=1 λjλk q(j) = 1η(z, a(k)) .
Obtém-se finalmente, η(z, a(k)) = λ
z
k∑M
j=1 λ
z
jq(j)

No que se segue ω¯(t) ∈ Ω¯(t). Sejam γj = |{i ∈ T : i ≤ t, ω(i) = a(j)}| o número
de vezes que nas datas i ≤ t se realizou a(j) ∈ Ω∗, γ = (γ1, . . . , γM ) ∈ NM0 , e |γ| = t. E
seja γ[k] = (γ1, . . . , γ1k − 1, γk + 1, . . . , γ1k + 1, . . . , γM ) , k ∈M, portanto |γ[k]| = t+ 1 e
ω¯(t, γ[k]) ∈ Ω¯(t+ 1).
Proposição 2.11. Considerem-se as datas s, t, u ∈ T, tais que s ≤ t ≤ u, e ω¯(t) ∈ Ω¯(t).
Seja γ = (γ1, . . . , γM ).
Então
B(t, u)
∣∣∣
ω¯(t)
= B(s, u)
B(s, t) λ
γ(u−t)
 t∏
k=s+1
∑M
j=1 λ
t−k
j q(j)∑M
j=1 λ
u−k
j q(j)
 . (2.12)
Note-se que a expressão (2.12) dá os preços das (t, u) − ZCB em função da medida
martingala Q e dos preços dessa ZCB na data s.
Demonstração.
B(t, u)
∣∣∣
ω¯(t)
= B(s, u)
B(s, t)
∏t
k=s+1 η(u− k, ω(k))∏t−1
k=s+1 η(t− k, ω(k))
=
t∏
k=s+1
λu−kω(k)∑M
j=1 λ
u−k
j q(j)
t−1∏
k=s+1
∑M
j=1 λ
t−k
j q(j)
λt−kω(k)
= B(s, U)
B(s, t) λ
γ(u−t)
 t∏
k=s+1
∑M
j=1 λ
t−k
j q(j)∑M
j=1 λ
u−k
j q(j)
 .

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Proposição 2.12. Seja F : Ru−t → R uma função Q−integrável, tal que
F
(
(B(t, v))t<v≤u
)
é a dívida contingente associada a um derivado financeiro H.
Para γ = (γ1, · · · , γM ) faz-se |γ| = ∑Mi=1 γi.
Se |γ| = K ∈ N define-se, (Kγ ) = K!γ1!···γM ! .
O preço livre de arbitragem associado a Q é
piQ(s,H) = EQ
( 1
X(t)F
(
(B(t, v, ω¯(t, γ)))t<v≤u
))
=
M∑
k=1
∑
γ∈RM :|γ|=t−1−s
(
t− 1
γ
)
qγ[k]
1
X(t, ω¯(t− 1, γ))F
(
(B(t, v, ω¯(t, γ)))t<v≤u
)
= Q(ω¯(t))
Capítulo 3
Modelos de volatilidade
3.1 Volatilidade implícita e volatilidade local
Em 1900, Bachelier propôs um modelo para descrever o comportamento dos preços de
produtos económicos1 através de um processo de difusão estocástica normal governado
pela equação diferencial estocástica
dS(t) = S(t)(r − q) + σdW, (3.1)
onde t é o tempo, W é um processo de Wiener sob uma medida martingala P-equivalente
Q, S(t) é o preço na data t do produto, r é uma constante que representa a taxa de
juro livre de risco, q é uma constante que representa os dividendos por preço unitário
e, no processo de difusão estocástica σdW (t), a constante σ é designada por volatilidade
do preço S(t). Considere-se uma opção europeia cujas datas de início e de exercício são,
respetivamente, s e t, o preço de exercício é y e F (t) é o preço futuro2 do ativo subjacente
com data de pagamento numa data t + τ3 maior que t. Adaptando-se o modelo (3.1) ao
caso em que o preço do instrumento financeiro é um preço forward, deriva-se o preço da
opção europeia pelo modelo de Bachelier,
piN (s, t, F, y,B, σ, κ) = B(s, t+ τ)τBach (s, t, F, y,B, σ, κ) , (3.2)
sendo
Bach (s, t, F, y,B, σ, κ) =
[
σ
√
t− s (dκΦ(dκ) + φ(dκ))
]
. (3.3)
1commodities.
2ou, forward.
3aplica-se, por exemplo, quando o ativo subjacente é uma taxa de juro simples com início na data t e
data de pagamento na data t+ τ .
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Nesta fórmula
dκ = κ
F (t)− y
σ
√
t− s , Φ(x) =
∫ x
−∞
1√
2pi
exp
(
−x
2
2
)
dx e φ = dΦ
dx
.
são, respectivamente, as funções de distribuição e densidade da distribuição normal de
centro 0 e variância 1.
Se κ = 1 a opção é um caplet e se κ = −1 a opção é um floorlet.
Em 1973, Fischer Black e Myron Scholes publicaram o desde então famoso modelo de
Black-Scholes [5] descrito pela equação diferencial estocástica
dS(t) = S(t) (r(t)− q(t)) dt+ σS(t)dW (t) (3.4)
onde t é o tempo, W é um processo de Wiener sob uma medida martingala P-equivalente
Q, S(t) é o preço na data t do ativo subjacente ao derivado financeiro, r : R∗+ → R∗+ é uma
função contínua que representa o processo da taxa de juro livre de risco e q : R∗+ → R∗+ é
uma função contínua que representa o processo dos dividendos e, no processo de difusão
estocástica σS(t)dW (t), a constante σ é designada por volatilidade de Black.
Considere-se uma opção europeia cujas datas de início e maturidade são, respetivamente,
s e t, o preço de exercício é y e F (t) é o preço futuro do ativo subjacente com data de
pagamento na data t+ τ .
O preço da opção europeia que deriva do modelo de Black-Scholes (3.4) é,
piBS(s, t, F, y,B, σ, κ) = B(s, t+ τ)τBlack (s, t, F, y,B, σ, κ) , (3.5)
sendo
Black (s, t, F (t), y, σ, κ) = κ [F (t)Φ(κdκ=1)− yΦ(κdκ=−1)] ,
onde
dκ =
log
(
F (t)
y
)
+ κ12σ2 (t− s)
σ
√
t− s .
Se κ = 1 a opção é de compra, se κ = −1 a opção é de venda. A
Desde a publicação do modelo de Black-Scholes, e certamente que também como resul-
tado da simplicidade das fórmulas para os preços que dele resultam para os derivados
financeiros mais usuais, o modelo de Black-Scholes tornou-se num dos instrumentos mais
usados e um dos modelos comparativos de referência para o cálculo do preço de derivados
financeiros. Note-se que uma das hipóteses dos modelos de Bachelier e de Black-Scholes é
que σ, a volatilidade anualizada do processo estocástico, é constante ao longo do período
de vida do derivado financeiro (como seja uma opção ou um contrato de swap) e inde-
pendente do próprio processo S. Contudo os dados de mercado e avaliações de preços de
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derivados financeiros, que se revelaram aparentemente erradas e poderão ter conduzido a
algumas crises económico/financeiras nos anos 80 do século XX, puseram em questão a
independência dessa volatilidade relativamente ao tempo e ao próprio processo de preços.
Note-se que os preços piN (3.2) e piBS (3.5) são funções de (s, t, F, y, ν, σ, κ). Como cada
uma destas funções é estritamente monótona na variável σ, uma vez conhecido o vetor
(pimkt, s, t, F, y, ν, κ), resolvendo-se a equação
pimkt(s, t, F, y, κ)− piN (s, t, F, y,B, σ, κ) = 0
em ordem a σ, determina-se univocamente a chamada volatilidade implícita normal σN
do preço F − y. E, resolvendo-se a equação
pimkt(s, t, F, y, κ)− piBS(s, t, F, y,B, σ, κ) = 0, (3.6)
em ordem a σ, determina-se univocamente a chamada volatilidade implícita lognormal
σBS , também designada na literatura volatilidade implícita de Black do retorno log
(
F
y
)
.
Usando dados de mercado (pimkt, s, t, F, y, ν, κ) constatou-se que, quer o modelo de Bache-
lier, quer o modelo de Black-Scholes, são insuficientes para descrever a dinâmica dos preços
dos produtos financeiros, na medida em que nenhuma das volatilidades (implícitas) σN e
σBS , que se obtêm resolvendo a equações (3.2) e (3.5) em ordem a σN e σBS , é constante.
Mais precisamente, no mercado, fixados s e F constata-se que σN e σBS são funções de-
pendentes quer do preço de exercício, y, quer da maturidade residual do derivado, t−s. Ao
gráfico da função R×R∗+, (y, t) 7→ σN (y, t−s) chama-se a superfície de volatilidade normal
(Figura 3.1) do preço F na data s. E, ao gráfico da função R×R∗+, (y, t) 7→ σBS(y, t− s)
chama-se a superfície de volatilidade lognormal (Figura 3.2) do preço F na data s.
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Figura 3.1: Volatilidade normal de caps de mercado em 04-04-2014.
Surgiu assim a necessidade de encontrar modelos alternativos aos modelos de Bachelier
e de Black-Scholes de modo a ter em conta esta dependência do preço do derivado financeiro
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Figura 3.2: Volatilidade lognormal de mercado swaptions de tenor 10 anos em 17-03-2014.
relativamente ao seu preço de exercício e à sua maturidade.
Uma das primeiras alternativas para as limitações encontradas no modelo de Black-Scholes
foi o modelo lognormal de Black[4] publicado em 1976. Este modelo é uma adaptação de
(3.4) ao caso em que se descreve o processo dos preços futuros F de um ativo financeiro
por um processo de difusão estocástica lognormal porém admitindo que a volatilidade
determinística σ(t − s) depende da maturidade residual t − s do instrumento financeiro.
Este modelo é definido pela equação diferencial estocástica
dF (t) = (r(t)− q(t)) dt+ σ(t− s)F (t)dW (t), (3.7)
onde σ(t− s) é a volatilidade lognormal instantânea.
Sendo s a data de contratação de uma opção europeia, t a sua data de exercício, y o preço
de exercício, F (t) o preço futuro na data t e, o seu preço piB que deriva do modelo (3.7) é
calculado pela fórmula de Black (3.5):
piB(s, t, F, y,B, σB, κ) = B(s, t+ τ)τBlack
(
s, t, F, y,B, σB, κ
)
. (3.8)
onde σB = σB(t− s) é a chamada volatilidade de Black dada por
σB(t− s) =
√
1
t− s
∫ t
s
σ(u)2 du.
Mais tarde e porque se continuava a constatar que a volatilidade de preços de deri-
vados com o mesmo ativo subjacente e a mesma maturidade residual dependem do preço
de exercício começaram a ser desenvolvidos os chamados modelos de volatilidade local
descritos por uma equação diferencial estocástica da forma
dS(t) = µ(t)S(t)dt+ σL(S, t)S(t)dW (t)
= (r(t)− q(t))S(t)dt+ σL(S, t)S(t)dW (t),
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onde a volatilidade σL, passa a ser uma função do preço e do tempo
σL : R∗+ × R∗+ → R∗+, (S, t) 7→ σ(S, t).
Associado ao processo estocástico r das taxas de juro livres de risco, tem-se o processo
estocástico dos factores de desconto
B(s, t) = exp
(
−
∫ t
s
f(s, u)du
)
.
Seja p(S, t) a função densidade de probabilidade do preço S(t) na data t do ativo subjacente
a uma opção europeia de compra.
Então p é solução da equação às derivadas parciais de Fokker-Planck
∂p
∂t
= −(r(t)− q(t)) ∂
∂S
(S(t)p(S(t), t)) + 12
∂2
∂S2
(
σ2L(s, u)S2(t)p(S(t), t)
)
(3.9)
O preço pi(s,HE(κ = 1)) de uma opção europeia de compra na data s escreve-se
pi(s, t, S(t), y, κ = 1) =B(s, t)EQ(s)
(
(S(t)− y)+
)
=B(s, t)
∫ +∞
y
(S(t)− y)p(S, t)dS (3.10)
Tendo em conta (3.10) e as fórmulas de Breeden e Litzenberger (1.15), (1.16), e a
equação de Fokker-Planck (3.9) vem
∂pi
∂t
+ r(t)pi = B(s, t)
∫ ∞
y
(S(t)− y)∂p(S(t), t)
∂t
dS
= B(s, t)
∫ +∞
y
(S(t)− y)
[
1
2
∂2
∂S2
(
σ2L(S(t), t)S2(t)p(S(t), t)
)
− (r(t)− q(t)) ∂
∂S
(S(t)p(S(t), t))
]
dS (3.11)
Admitindo que p(S, t) tem um decaimento rápido quando S tende para +∞ pode-se inte-
grar por partes o segundo membro de (3.11) e concluir que
∂pi
∂t
+ r(t)pi = − (r(t)− q(t))B(s, t)
∫ +∞
y
S p(S, t)dS − 12B(s, t)σ
2
L(S, t)S2p(S, t)
∣∣∣∣S=+∞
S=y
= 12σ
2
L(y, t)y2
∂2pi
∂y2
+ (r(t)− q(t))
(
pi + yB(s, t)
∫ +∞
y
p(S, t)dS
)
(3.12)
Daqui resulta que a volatilidade local σL(y, t) se pode exprimir pela designada fórmula de
Dupire[8]
σ2L(y, t) = 2
∂pi
∂t + (r(t)− q(t))y ∂pi∂y + q(t)pi
y2 ∂
2pi
∂y2
, (3.13)
demonstrada como acima por Derman e Kani [7].
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Conhecido o preço forward F na data s, seja σBS = σBS(y, t) a volatilidade implícita
de Black associada ao preço piBS de uma opção europeia com preço de exercício y na data
de exercício t, ou seja, a solução σBS que se obtém resolvendo a equação (3.6) em ordem
a σ.
Vai-se agora exprimir a volatilidade local σL(y, t) em função da volatilidade implícita
σB(y, t) seguindo para o efeito a exposição de Gatheral [10].
Sejam θ = t − s a maturidade residual da opção europeia, σB := σB(t) a volatilidade de
Black, w = θ(σB)2 e z = log(y/F (t)) o preço de exercício logaritmizado, onde F (t) =
F (s) exp(
∫ t
s µ(t))dt é o preço forward do ativo financeiro na data t, calculado na data s.
Usando estas variáveis, o preço da opção europeia de compra usando a fórmula de Black
exprime-se através da fórmula
pi = F (t)
[
Φ
(
− z√
w
+
√
w
2
)
− ezΦ
(
− z√
w
−
√
w
2
)]
. (3.14)
Substituindo na fórmula de Dupire (3.13) as seguintes derivadas parciais do preço da
opção europeia expresso nas variáveis z e w:
∂pi
∂y
= 1
y
∂pi
∂z
+ ∂w
∂y
∂pi
∂w
∂2pi
∂y2
= 1
y2
(
∂2pi
∂z2
− ∂pi
∂z
)
+ 2
y
∂w
∂y
∂2pi
∂w∂z
+ ∂
2w
∂y2
∂pi
∂w
+
(
∂w
∂y
)2 ∂2pi
∂w2
∂pi
∂t
= −q(t)pi + (q(t)− r(t))∂pi
∂z
+ ∂w
∂t
∂pi
∂w
,
obtém-se uma fórmula para a volatilidade local que após alguns cálculos fastidiosos usando
as seguintes relações
∂2pi
∂w2
=
(
−18 −
1
2w +
z2
2w
)
∂pi
∂w
(3.15)
∂2pi
∂w∂z
=
(1
2 −
z
w
)
∂pi
∂w
(3.16)
∂2pi
∂z2
− ∂pi
∂z
= 2 ∂pi
∂w
(3.17)
∂w
∂y
= 2θσB ∂σ
B
∂y
(3.18)
∂2w
∂y2
= 2θσB
(
∂σB
∂y
)2
+ 2θσB ∂
2σB
∂y2
(3.19)
∂w
∂t
= (σB)2 + 2θσB ∂σ
B
∂t
, (3.20)
pode ser simplificada chegando-se finalmente à fórmula procurada:
σ2L(y, t) =
σ2B + 2θσB
(
∂σB
∂t + (r(t)− q(t))y ∂σ
B
∂y
)
(
1− yz
σB
∂σB
∂y
)2
+ θyσB
(
∂σB
∂y − 14θyσB
(
∂σB
∂y
)2
+ y ∂2σB
∂y2
) (3.21)
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Com esta fórmula obtém-se a superfície de volatilidade nos modelos de volatilidade
local.
Citando Rebonato [24]:
Once we recognize that the assumptions of the Black-and-Scholes world are so strongly
violated that we have to introduce a strike dependence on the implied volatility, the latter
quantity simply becomes the wrong number to put in the wrong formula to get the right
price of plain-vanilla options.
Pelo primeiro teorema fundamental dos preços de um produto financeiro, todo o preço
futuro descontado pelo numerário, é uma martingala para uma medida Q neutral ao risco.
Por um teorema de Dambis-Dubins-Schwarz [26] toda a Q-martingala contínua evolui
como um movimento Browniano com tempo modificado
M(t) = Ŵτ(t),
onde o processo τ(t) de mudança de tempo é o processo de variação quadrática
τ(t) =
∫ t
0
σ2(u)du =
∑
∆→+0
bt/∆c∑
n=0
(M(n∆)−M((n− 1)∆))2.
Este resultado leva a que se possa interpretar a variância integrada como um relógio
estocástico cuja velocidade é determinada pela actividade do mercado.
No modelo de Black e nos modelos de volatilidade local a volatilidade σ(S, t) é função
determinística do tempo t e eventualmente do preço S na data t. Nos modelos de volatili-
dade estocástica, a função σ é ela própria um processo estocástico dependente da evolução
do preço S e do tempo t e do espaço de probabilidade filtrado no qual o processo de preços
está definido.
Outra alternativa aos modelos de Bachelier e de Black-Scholes são os modelos de volatili-
dade estocástica, em que a própria volatilidade é um processo governado por uma equação
diferencial estocástica. O capítulo 4 desta tese é dedicado à descrição das propriedades,
de métodos de calibração, e do cálculo da distribuição de probabilidade do preço F (t) de
um produto financeiro cuja dinâmica é descrita pelo modelo SABR [13] de volatilidade
estocástica.
Considere-se uma opção europeia cujas datas de início e maturidade são, respetivamente,
s e t, o preço de exercício é y e F (t) é o preço futuro do ativo subjacente com maturidade
na data t+ τ .
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O modelo SABR é descrito pelo sistema de equações diferenciais estocásticas
dF (t) = α(t)(F (t) + µ)βdWF (t), F (0) = F0,
dα(t) = να(t)dWα(t), α(0) = α0,
(3.22)
onde F é o processo dos preços futuros do ativo financeiro e α é o processo da volatilidade
de F , os valores F0 e α0 são as condições iniciais do sistema (3.22). O parâmetro β ∈ [0, 1]
é o coeficiente de elasticidade, ν é o parâmetro da volatilidade do processo da volatilidade,
α, e, µ é a translação aplicada ao processo F . WF e Wα são processos de Wiener afetos a
F e α respetivamente, cuja correlação é caracterizada pelo parâmetro ρ, isto é,
E (dWF .dWα) = ρdt.
3.2 Stripping/Desmantelamento da volatilidade
Considere-se um cap sobre o processo de taxas de juro simples F contratado na data s,
com início na data tm, que tem como última data de pagamento tn, preço de exercício y
e, seja ν(s,−) uma função de desconto. Como foi referido na secção 1.5.3 o preço deste
cap é a soma de preços de caplets,
Cap(tm, tn, F, y|F(s)) =
n∑
k=m+1
τkν(s, tk)Caplet(tk, tk+1, Fk(tk−1), y|F(s)). (3.23)
Seja CapBS o preço do cap calculado utilizando a fórmula de Black (omite-se κ = 1),
CapBS(tm, tn, F, y|F(s)) =
n∑
k=m+1
τkν(s, tk)Black
(
tk, tk+1, Fk(tk−1), y, σBS(y, tk, tk+1)
)
,
(3.24)
onde σBS(y, tk, tk+1) é a volatilidade a prazo na data tk para a maturidade tk+1 condicio-
nal à σ-álgebra F(s).
Há porém uma dificuldade de ordem prática no cálculo do preço do cap por (3.24), na
medida em que as volatilidades dos caplets σBS(y, tk, tk+1) não estão cotadas no mercado,
sendo que os dados disponíveis são as chamadas volatilidades flat dos caps. A volatili-
dade de mercado σmktcap (y, tm, tn) de um cap com início na data tm e cuja última data de
pagamento é tn é a volatilidade de Black σ que se obtém conhecido o preço de mercado
Capmkt do cap e tal que,
Capmkt(tm, tn, F, y|F(s)) =
n∑
k=m+1
τkν(s, tk)Black (tk, tk+1, Fk(tk−1), y, σ, κ = 1) ,
(3.25)
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Refira-se que o preço Capmkt não consta dos dados de mercado que se conseguiu recolher.
Torna-se assim necessário calcular o preço dos caps como função dos preços de exercício y e
da volatilidade σmktcap que vem do mercado usando a fórmula (3.25). Nesta secção introduz-
se uma técnica de desmantelamento da volatilidade também designada por stripping da
volatilidade dos caps como descrito em [11], e que se reveste de grande utilidade no sentido
de se ultrapassar a dificuldade referida acima. No que se segue só se aplicará a técnica a
caps e correspondentes caplets. Este procedimento consta de três etapas: geração de caps
artificiais decompostos nos respectivos caplets e interpolação das volatilidades de mercado,
cálculo do preço de todos os caps, os de mercado e os artificiais e, finalmente, cálculo das
volatilidades dos caplets. No caso de floors e floorlets o procedimento é igual mutatis
mutandis.
(1) Caps artificiais e interpolação das volatilidades.
Os dados de mercado são organizados numa matriz com D linhas e N colunas em que
as linhas correspondem às datas de maturidade dos caps e as colunas correspondem
aos preços de exercício de referência. Um desses preços é o preço de exercício ATM
que depende do cap e que em teoria deve ser igual à taxa de swap a prazo como
definido em (1.34). Sejam
• yn o n-ésimo preço de exercício considerado para o cap;
• s0 a data da curva de desconto ν considerada;
• s a data, na qual é transacionado um conjunto C(yn, s, t0,Tc) de D caps, com
início na data t0, sendo Tc = {T1, · · · , TD} o conjunto das D datas de maturi-
dade dos caps ordenadas por ordem crescente;
• t0 a data inicial de todos os caps.
• Tpc = {tc,1 · · · , tc,dc} as datas de pagamento do cap c, sendo tc,dc = Tc.
• Trc = {tc,0 · · · , tc,dc−1} as datas de reset do cap c, sendo tc,0 = t0.
• Tp = {t1, · · · , tM} = ⋃
c∈{1,··· ,D}
Tpc,k, o conjunto das datas de pagamento de
todos os caps;
• Tr = {t0, · · · , tM−1} = ⋃
c∈{1,··· ,D}
Trc,k, o conjunto das datas de reset de todos os
caps;
• σIn(s, t0, t′) a função de interpolação/extrapolação
σIn(s, t0, t′) =

σintn (s, t0, T1), se t′ ≤ T1
σintn (s, t0, t′), se T1 < t′ < TD
σintn (s, t0, TD), se TD ≤ t′
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onde σintn (s, t0, t′) se refere à função interpoladora da volatilidade que pode ter
várias formas. Normalmente usa-se uma interpolação linear das volatilidades,
isto é, considera-se a função
σintn : [T1, TD] 7→ R
linear por bocados definida pelos pontos
(
Tc, σ
mkt
c,n
)
c∈{1,··· ,D}, onde σ
mkt
c,n é a
volatilidade de mercado para o preço de exercício yn de um cap c.
• σIn(s, t0, tk) a volatilidade do preço de exercício yn de um cap k com início em
t0 e maturidade na data tk ∈ Tp.
(2) Cálculo do preço de todos os caps, os de mercado e os artificiais.
Considere-se o cap que tem maturidade na data tM ∈ Tp. Este cap é constituído
por M caplets contratados na data s, com data de início t0, cujo conjunto de datas
de pagamento é Tp e o preço de exercício é yn.
Na data s, pretende-se calcular o seu preço CapBS(t0, tm, F, y|F(s)). O cálculo das
volatilidades implícitas a prazo necessárias na determinação do preço referido segue
os seguintes passos:
• Geram-se caps C(yn, s, t0,Tp) artificiais com datas de contratação s e início t0
com datas de maturidade tm ∈ Tp.
• Se o preço de exercício yn for ATM, para os caps artificiais gerados é necessário
calcular os preços ATM, ou seja, as taxas de juro de swap a prazo como definido
em (1.34),
S0,j(s) = S(s, t0, tm), ∀tm ∈ Tp, (3.26)
utilizando a curva de desconto ν(s,−) = ν(s0,−)
ν(s0, s)
.
• Para os caplets com datas de pagamento T1 as volatilidades a considerar são
iguais à do cap de mercado com menor data de maturidade, ou seja,
σ¯BS(y, s, ti−1, t0,i) = σIn(s, t0, T1), t1 ≤ ti ≤ T1. (3.27)
• Para as outras datas tj ∈ Tp, calculam-se as volatilidades interpoladas/extra-
poladas σIn(s, t0, tj) dos caps artificiais correspondentes ao preço de exercício yn
considerado.
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• Para cada data tm ∈ Tp calcula-se o preço do cap com início em t0 e datas de
pagamento desde t1 até tm,
CapBS(t0, tm, σIn(s, t0, tm), S0,m(tm), yn|F(s))
=
m∑
i=1
CapletBS
(
ti−1, ti, σIn(s, ti−1, ti), F (s, ti−1, ti), yn|F(s)
)
(3.28)
(3) Cálculo das volatilidades dos caplets.
• Para os caplets com datas de pagamento menores ou iguais a T1 as volatilidades
a considerar são iguais à do cap de mercado com menor data de maturidade,
ou seja,
σcaplet(s, ti−1, ti) = σmktcap (s, t0, T1), t1 ≤ ti ≤ T1. (3.29)
• Para uma data tm ∈ Tp menor ou igual do que tM , suponha-se já determinadas
as volatilidades de caplets σcaplet(s, ti−1, ti) em que t1 ≤ ti ≤ tm−1. Então a
volatilidade do m-ésimo cap é o valor de σ para o qual
CapBS(t0, tm, σIn(s, t0, tm), S0,m(tm), yn|F(s))
=
m−1∑
i=1
CapletBS (ti−1, ti, σcaplet(s, ti−1, ti), F (s, ti−1, ti), yn|F(s))
+ CapletBS (tm−1, tm, σ, F (s, tm−1, tm), yn|F(s)) (3.30)
A solução da equação (3.30) pode ser calculada por otimização, minimizando o quadrado
da diferença absoluta entre os dois membros dessa equação.
Na Tabela (2) estão descritas algumas das funções que foram programadas para proceder
ao stripping.
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Capítulo 4
Modelo SABR
Como foi referido no capítulo 3, nos modelos de volatilidade estocástica, a função σ é
ela própria um processo estocástico dependente da evolução do preço S, do tempo t e do
espaço de probabilidade filtrado no qual o processo de preços está definido. Apesar de
os modelos de volatilidade local permitirem calibrar a curva da volatilidade considerando
a sua relação com o preço de exercício, estes modelos apresentaram limitações na sua
capacidade de descrever a dinâmica da curva de volatilidade. Ou seja, permitem obter
bons ajustamentos aos dados de mercado já que a calibração é feita de forma exata por
via de expressões analíticas mas revelam fragilidades na caracterização da dinâmica da
volatilidade.
Neste capítulo descreve-se o modelo SABR, as técnicas envolvidas na sua calibração e a
forma como se obtém a função de densidade de probabilidade para o preço de um ativo
financeiro numa data futura. Na Tabela (3) estão descritas as funções principais que foram
programadas para este efeito.
4.1 Descrição do modelo SABR
Sejam,
• s a data atual.
• F = (F (t))t>0 o processo estocástico F-adaptado.
• α = (α(t))t>0 o processo estocástico F-adaptado da volatilidade de F .
• µ ≥ 0 um parâmetro de translação usado para modificar o modelo SABR original
para ser um modelo de difusão estocástica com translação, de modo a permitir
modelar as taxas de juro negativas que ultimamente têm prevalecido no mercado.
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• A dinâmica dos processos estocásticos F e α é descrita pelo seguinte sistema de
equações diferenciais estocásticas
dF (t) = α(t)(F (t) + µ)βdWF (t), F (0) = F0,
dα(t) = να(t)dWα(t), α(0) = α0,
(4.1)
onde os valores F0 e α0 são as condições iniciais do sistema (4.1). O parâmetro
β ∈ [0, 1] é o coeficiente de elasticidade, ν é o parâmetro da volatilidade do processo
da volatilidade α, e, µ é a translação aplicada ao processo F , como foi previamente
referido. WF e Wα são processos de Wiener afetos a F e α respetivamente, cuja
correlação é caracterizada pelo parâmetro ρ, isto é,
E (dWF .dWα) = ρdt.
No caso em que se está a considerar uma opção europeia contratada na data s, com
maturidade na data tk−1 e data de pagamento na data tk, preço de exercício y, e em
que F = (Fk(t))t<tk é o processo das taxas de juro simples a prazo (1.32) sobre o qual
se exerce a opção usa-se a seguinte notação, em vez da utilizada em (4.1), quando for
conveniente especificar na notação quais são as datas de pagamento (e implicitamente a
data de exercício tk−1),
dFk(t) = αk(t)(Fk(t) + µ)βdWF (t), Fk(0) = F0,
dαk(t) = ναk(t)dWαk(t), αk(0) = α0.
(4.2)
No caso em que se está a considerar uma swaption contratada na data s, com data de
exercício tm sobre um contrato de swap com maturidade na data tn, preço de exercício y,
e em que S = (Sm,n(t))t≤tm é o processo das taxas de juro simples a prazo (1.34) sobre o
qual se exerce a opção usaremos a seguinte notação em vez de (4.1) quando for conveniente
especificar na notação quais são a data de exercício tm e data de maturidade tn,
dSm,n(t) = αm,n(t)(Sm,n(t) + µ)βdWS(t), Sm,n(0) = S0,
dαm,n(t) = ναm,n(t)dWαm,n(t), αm,n(0) = α0.
(4.3)
4.1.1 Interpretação dos parâmetros
Nesta secção far-se-á uma análise de sensibilidade aos parâmetros do modelo SABR ilus-
trada na Figura 4.1 utilizando para o efeito como termo de comparação a volatilidade
implícita associada a cada sistema de parâmetros (α0, β, ρ, ν) para o caso em que se está
considerar os preços das opções europeias como em (4.2). Para calcular essa volatilidade
vão ser utilizados alguns dos resultados descritos na secção 4.2.
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(a) α0 a variar;β = 0.5, ρ = −0.6, ν = 1.3.
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(d) ν a variar; α = 0.04, β = 0.5, ρ = −0.6.
Figura 4.1: Análise de sensibilidade: swaption a 10 anos com maturidade residual igual a
3 anos, com início a 2014-03-17 sendo a taxa de juro a prazo aproximadamente 0.027.
• O parâmetro α0 ∈ R+ promove translações no eixo da volatilidade proporcionais ao
seu valor.
• O parâmetro β é também denominado por constante de elasticidade da variância
(CEV). Este parâmetro toma valores não negativos, no entanto, os processos F e α
são martingalas se e só se
β ∈ [0, 1[ ou β = 1 e ρ ≤ 0.
No que se segue β está definido sob estas condições. O seu efeito na curva de
volatilidade traduz-se em translações no eixo da volatilidade implícita e no declive
da curva, principalmente para preços de exercício baixos.
Considerando α(t) constante, há modelos que se obtêm como casos particulares do
modelo SABR dependendo dos valores de β.
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- Se β = 0, então obtém-se o modelo normal de Bachelier (3.3)
dF (t) = α0dWF (t).
Esta escolha de β permite que F tome valores negativos.
A função densidade de probabilidade p(F, y) de F (t) é normal se e só se α(t)
for constante.
- Se 0 < β < 1, o processo F (t) é não-negativo e a taxa de juro F (t) = 0
é uma barreira absorvente. Este facto reflete-se na atribuição de valores de
densidade de probabilidade algo elevados para F (t) = 0, ou seja, existe uma
massa de probabilidade não nula associada a F (t) = 0. Do ponto de vista do
mercado esta caracterização pode até ser realista, uma vez que, na prática, há
possibilidade de F (t) ser negativo. Não é de esperar, nesse caso, que se distancie
muito de F (t) = 0.
- Se β = 1, obtém-se o modelo lognormal de Black (3.7)
dF (t) = α0F (t)dW (t).
A função densidade de probabilidade de F (t) é lognormal se e só se α(t) for
constante.
• O parâmetro ρ ∈ [−1, 1] define a correlação entre os processos dWF (t) e dWα(t). O
seu efeito na curva de volatilidade é idêntico ao de β: influi no declive da mesma
(note-se que na Figura 4.1b se considerou ρ = −0.6).
Na Figura 4.1c, comparando com 4.1b, é possível observar que essa semelhança só
se verifica se o sinal de ρ for o mesmo. Por isso é prática comum calibrar apenas um
dos dois parâmetros, fixando o outro previamente.
• O parâmetro ν representa a volatilidade do processo da volatilidade αk(t). Este
parâmetro impacta na curvatura da curva de volatilidade.
Para curvaturas mais acentuadas registam-se valores de ν maiores à medida que há
um afastamento do valor ATM - característico de mercados voláteis.
4.1.2 Densidade de Probabilidade de um preço futuro
Considere-se um caplet relativo à taxa Fk(tk−1) transacionado na data t e com data de
maturidade tk−1, replicável por um portfólio ϕ. Relembrando a definição 1.23, o preço
4.1. DESCRIÇÃO DO MODELO SABR 59
unitário do caplet é a esperança matemática,
pi(t,HcapletE (t, Fk(t), αk(t)) =
1
X(t)EQ
(
X(tk−1)HcapletE (tk−1, Fk(tk−1), αk(tk−1)|F(t)
)
= B(t, tk)EQ(t)
(
(Fk(tk−1)−K)+
)
= EQ(t)
(
HcapletE (tk−1, Fk(tk−1), αk(tk−1)
)
, (4.4)
onde
HcapletE (t, Fk(t), αk(t)) (4.5)
é a dívida contingente calculada na data t.
O preço 4.4 depende das condições terminais
(Ff = Fk(tk−1), αf = αk(tk−1))
dos processos F e α que se pretende prever através do modelo SABR.
O valor esperado do portfólio que replica a dívida contingente (4.5) tem uma medida de
probabilidade descrita pela densidade de probabilidade p(t, tk;Fk(t), αk(t), Ff , αf ), condi-
cionada pela σ−álgebra F(t), de os processos Fk e αk atingirem um certo estado (Ff , αf )
na data de maturidade tk−1,
p (t, tk;Fk(t), αk(t), Ff , αf ) (4.6)
onde Fk(t) e αk(t) são as condições iniciais conhecidas na data t.
Para simplificar a notação H(Fk, αk) = HcapletE (u, Fk(u), αk(u)) para um instante genérico
u ∈ T. Se, num dado instante t? ∈ T, H(Fk, αk) tomar um valor específico escreve-se
H(t?, Fk, αk).
Escreve-se também p (tk;Fk, αk) = p (t, tk;Fk(t), αk(t), Fk, αk). Reescrevendo (4.4),
pi(t,H(Fk, αk)) = EQ(t) (H(tk−1, Fk, αk)) = (4.7)
=
∫ ∫
H(Fk, αk)p(tk;Fk, αk) dFkdαk
Recorrendo à expansão pelo Lema de Itô obtém-se
H(tk−1, Fk, αk) = H(t, Fk, αk)
+
∫ tk−1
t
1
2αk(s)
2Fk(s)2βk
∂2H(Fk, αk)
∂F 2k
ds
+
∫ tk−1
t
(
1
2α(s)
2ν2
∂2H(Fk, αk)
∂α2k
ds+ αk(s)2ρνFk(s)βk
∂2H(Fk, αk)
∂Fk∂αk
)
ds
+
∫ tk−1
t
αk(s)Fk(s)βk
∂H(Fk, αk)
∂Fk
dWFk(s)
+
∫ tk−1
t
αk(s)ν
∂H(Fk, αk)
∂αk
dWαk(s).
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Substituindo na equação (4.7), os termos estocásticos anulam-se, pela propriedade da
isometria dos integrais de Itô. Consequentemente, resulta
EQ(t) (H(tk−1, Fk, αk)) = H (t, Fk, αk)
+ 12
∫ ∫ ∫ tk−1
t
αk(s)2Fk(s)2β
∂2H(Fk, αk)
∂F 2k
p(tk−1, Fk, αk) ds dFk dαk
+ 12
∫ ∫ ∫ tk−1
t
αk(s)2ν2
∂H(Fk, αk)
∂2α2k
p(tk−1, Fk, αk) ds dFk dαk
+
∫ ∫ ∫ tk−1
t
α(s)2ρν2F βk ∂
2H(Fk, αk)
∂Fk∂αk
p(tk−1, Fk, αk) ds dFk dαk.
(4.8)
Derivando a expressão obtida em ordem à maturidade residual da opção z = tk−1 − t,∫ ∫
H(Fk, αk)
∂p(z;Fk, αk)
∂z
dFkdαk =
1
2
∫ ∫ ∫ tk−1
t
(
αk(s)2Fk(s)2β
∂2H(Fk, αk)
∂F 2k
p(tk−1, Fk, αk)
)
dFk dαk
+12
∫ ∫ ∫ tk−1
t
(
α(s)2ν2∂H(Fk, αk)
∂2α2k
p(tk−1, Fk, αk)
)
dFk dαk
+
∫ ∫ ∫ tk−1
t
(
α(s)2ρν2F βk
∂2H(Fk, αk)
∂Fk∂αk
p(tk−1, Fk, αk)
)
dFk dαk.
(4.9)
Integrando por partes duas vezes e notando que as condições de fronteira são nulas, a
equação é solução da equação às derivadas parciais de Fokker-Planck,
∂p
∂z
= 12
∂2α2kF
2β
k p
∂F 2k
+ 12ν
2∂
2α2kp
∂α2k
+ ρν ∂
2α2kF
β
k p
∂αk∂Fk
, (4.10)
cujas condições de fronteira são
p(tk−1) =

1, se Fk(tk−1) = F0, αk(tk−1) = αk(t)
0, caso contrário.
Mudando de variável
− ∂p
∂t
= 12
∂2α2F 2βk p
∂F 2k
+ 12ν
2∂
2α2p
∂α2
+ ρν ∂
2α2F βk p
∂α∂Fk
. (4.11)
Das equações (4.10) e (4.11) conclui-se que a solução da primeira é homogénea relativa-
mente à dimensão temporal. Portanto, tomando como dimensão temporal a maturidade
residual da opção, z = tk−1 − t, a evolução de p é (4.10). A solução de (4.11) pode ser
obtida por simulação de Monte-Carlo utilizando o teorema de Feynman-Kac mas também
por métodos de diferenças finitas. Os métodos utilizados nesta tese baseiam-se porém em
aproximações analíticas que serão apresentadas na secção 4.2.
4.2. AJUSTAMENTO SMILE 61
4.2 Ajustamento smile
Como foi referido, Hagan et al. [13] obtiveram algebricamente fórmulas para determinar o
preço de opções europeias a partir do modelo SABR. As expressões obtidas para os preços
permitem chegar a uma aproximação que é a expansão truncada da expressão algébrica
da volatilidade implícita segundo os modelos normal de Bachelier e lognormal de Black.
Mais tarde, Jan Obłój publicou [23] algumas correções às aproximações de Hagan para
o caso lognormal, mais concretamente, retificando os preços negativos que a fórmula de
Hagan produz quando preços de exercício são muito baixos relativamente a F0.
Estas aproximações permitem interpolar a superfície de volatilidade para preços de exer-
cício que não estão cotados no mercado. À curva da superfície de volatilidade associada a
cada maturidade residual chama-se smile ou curva de volatilidade.
4.2.1 Aproximação de Hagan normal
Dado o cenário de taxas de juro de mercado muito baixas, algumas opções passaram a
ser cotadas em termos da volatilidade implícita normal. No entanto, para taxas de juro
negativas as equações (4.12) e (4.17) não têm solução nos casos em que F0y < 0, a menos
que seja introduzida uma translação suficientemente grande µ ≥ 0 tal que F0+µy+µ > 0. A
fórmula que aproxima a volatilidade implícita normal de uma opção europeia contratada
na data s, data de maturidade na data u = s+ z, sendo z a maturidade residual, é
• Se y 6= F0,
σN (s, u, y;F0) =
(F0 − y)ν
ξ(ζ(y))
1 +
g(y) + α0βρν(F0 + µ)β−12 (y + µ)β−124 + (2− 3ρ
2)ν2
24
 z
 ;
(4.12)
• Se y = F0
σN (s, u, F0;F0) =α0(F0 + µ)β
(
1 +
(
g(F0) +
1
4α0βρν(F0 + µ)
β−1 + 124(2− 3ρ
2)ν2
)
z
)
,
(4.13)
com
g(y) = 124(β
2 − 2β)(F0 + µ)β−1(y + µ)β−1α20,
ζ(y) = ν
α0(1− β)
(
(F0 + µ)1−β − (y + µ)1−β
)
, (4.14)
ξ(y) = (h ◦ ζ)(y) = log
(√
1− ρζ(y) + ζ(y)2 − ρ+ ζ(y)
1− ρ
)
, (4.15)
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onde
h(y) = log
(√
1− ρy + y2 − ρ+ y
1− ρ
)
.
Notar que,
• Se β = 1,
g(y) = − 124α
2
0, ζ(y) =
ν
α0
log
(
F0 + µ
y + µ
)
;
• Se β = 0,
g(y) = 0, ζ(y) = ν
α0
(F0 − y) ;
• Se ν → 0,
ξ(y) ∼ 1
ν
ζ(y); (4.16)
4.2.2 Aproximação de Hagan lognormal
A fórmula de Hagan para a volatilidade lognormal com as correções de Obłoj para a
existência de pelo menos uma solução quando β → 1 é
• Se y 6= F0,
σB(s, u, y;F0) =
ν
ζ(y) log
(
F0 + µ
y + µ
)
.
(
1 +
(
g(y) + 14α0βρν(F0 + µ)
β−1
2 (y + µ)
β−1
2 + 124(2− 3ρ
2)ν2
)
z
)
.
(4.17)
• Se y = F0,
σB(s, u, F0;F0) =α0(F0 + µ)β−1(
1 +
(
g(F0) +
1
4α0βρν(F0 + µ)
β−1 + 124(2− 3ρ
2)ν2
)
z
)
.
(4.18)
onde ζ e ξ se mantêm como definidas em (4.14) e (4.15) e
g(y) = 124(β − 1)
2(F0 + µ)β−1(y + β)β−1α20.
Notar que,
• Se β = 1,
g(y) = 0
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• Se β = 0,
g(y) = α
2
0
24(F0 + µ)(y + µ)
Serão apresentados resultados relativos à aproximação de Obłoj e à de Hagan original:
σB(s, u, y;F0) =
ν
ζ(y)ξ(y) log
(
F0 + µ
y + µ
)
(4.19)
.
(
1 +
(
g(y) + 14α0βρν(F0 + µ)
β−1
2 (y + µ)
β−1
2 + 124(2− 3ρ
2)ν2
)
z
)
Como Hagan at. al [13] obtiveram a fórmula (4.19) para a volatilidade lognormal (4.17)
a partir da aproximação que deduziram como aproximação (4.12) da volatilidade normal,
é importante ter em conta que a precisão pode não ser a desejada para volatilidades
implícitas mais altas. Este facto pode repercutir-se na convergência dos algoritmos de
otimização utilizados durante o processo de calibração do modelo SABR [18].
4.3 Calibração do modelo SABR
Nesta secção aborda-se a calibração do modelo SABR relativamente a opções europeias.
Na data s, existe um conjunto de instrumentos financeiros (I(z))z∈B, como os referidos,
que diferem nas suas maturidades residuais, z ∈ B, onde B é o conjunto das maturida-
des residuais de mercado. Pretende-se determinar a matriz de parâmetros (θ(z))z∈B =
(α0, β, ρ, ν)z∈B que melhor se ajustam a cada curva (smile) de volatilidade de acordo
com as maturidades residuais z ∈ B na data s.
O vetor de parâmetros ótimos, θ(z) = θ∗(z), é tal que,
arg min
θ(z)
∑
y∈Y
(σ(s, s+ z, F0, y, θ)− σˆ(s, s+ z, y))2
 , (4.20)
onde (σˆ(s, s+ z, y))y∈Y são as volatilidades implícitas, tipicamente expressas como volati-
lidade normal ou lognormal, registadas no mercado na data s, e Y é o conjunto de preços
de exercício para os quais estão cotadas. Os parâmetros ótimos (θ(z)∗)z∈B são calculados
recorrendo a algoritmos de otimização, cuja função objectivo é (4.20).
Na literatura surgem várias abordagens para melhorar o processo de calibração dos parâ-
metros SABR. Estas referem-se à estimação de parâmetros iniciais adequados e ao refina-
mento, posterior à otimização, do parâmetro α0.
4.3.1 Parâmetros iniciais
Dado β, a ideia para determinar os valores iniciais para os parâmetros α0, ρ e ν que
correspondem aos valores da volatilidade ATM, σ0, do seu viés1 σ′0 e sua curvatura σ′′0 .
1skew.
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Nesse sentido procede-se à expansão de x = log
(
y + µ
F0 + µ
)
em torno de x = 0 que se espera
que descreva com adequada precisão uma aproximação da volatilidade ATM. No caso da
volatilidade lognormal tem-se,
σB(s, u, y;F0) = α0(F0 + µ)β−1 +
1
2
(
ρν − (1− β)α0(F0 + µ)β−1
)
x
+ 112α0(F0 + µ)β−1
(
(1− β)2(α0(F0 + µ)β−1)2 + ν2(2− 3ρ2)
)
x2. (4.21)
Da expressão acima obtém-se
σ0 = α0(F0 + µ)β−1
σ′0 = 12
(
ρν − (1− β)α0(F0 + µ)β−1
)
σ′′0 = 112α0(F0+µ)β−1
(
(1− β)2(α0(F0 + µ)β−1)2 + ν2(2− 3ρ2)
)
e resolvendo em ordem aos parâmetros do modelo.
α0 = σ0(F0 + µ)1−β
ν =
(
3σ0σ′′0 − 12(1− β)2σ20 + 32(2σ′0 + (1− β)σ0)2
) 1
2
ρ = 1ν (2σ′0 + (1− β)σ0)
No caso da volatilidade normal, converte-se em volatilidade normal pela fórmula log-
normal e aplica-se o mesmo método.
σN (s, u, y;F0) = α0(F0 + µ)β +
1
2
(
ρν(F0 + µ) + α0β(F0 + µ)β
)
x
+
( 1
12α0(F0 + µ)β−2
(2ν2 − 3ρ2ν2) + 14ρν(F0 + µ) +
1
12(β
2 + β)α0(F0 + µ)β
)
x2.
(4.22)
Da expressão acima obtém-se
σ0 = α0(F0 + µ)β
σ′0 = 12 (ρν(F0 + µ) + βσ0)
σ′′0 =
(F0+µ)2
6σ0 (2ν
2 − 3ρ2ν2) + 12ρν(F0 + µ) + 16(β2 + β)σ0
e resolvendo em ordem aos parâmetros do modelo.
α0 = σ0(F0 + µ)−β
ν2 = 1(F0+µ)2
(
3σ0σ′′0 − 12(β2 + β)σ20 − 3σ0(σ′0 − 12βσ0) + 32(2σ′0 − βσ0)2
)
ρ = 1ν(F0+µ)(2σ
′
0 − βσ0)
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Escolha de β
Os efeitos produzidos pelos parâmetros β e ρ são similares e, por essa razão, um deles
poderá ser fixado a priori sendo o outro sujeito a calibração. Na literatura, nomeadamente
em [28], é usual proceder-se à escolha do parâmetro β, quer por critérios expert - baseados
nas características do mercado - quer por via analítica - como se descreve de seguida.
Da equação (4.18) obtém-se um valor aproximado para β, por regressão linear utilizando
volatilidades ATM registadas no mercado para diferentes preços futuros,
β = arg min
F0(z),z∈B
(
(log(σB0 (t, u, y;F0))− log(α)− (1− β) log(F0))2
)
. (4.23)
Na prática, a qualidade do ajustamento do modelo linear aos dados depende do critério
de seleção de dados, já que são esperadas tendências diferentes nos curto, médio e longo
prazos [28].
Refinamento de α
Em [28] Graeme West fornece uma forma para refinar o parâmetro α0, depois de obtidos
os parâmetros por otimização.
Uma vez fixado β e determinados os parâmetros α0, ρ e ν ótimos (4.20), pode proceder-se
ao refinamento do parâmetro α0.
Pretende-se estabelecer uma correspondência entre α0 e a volatilidade ATM. Do ponto de
vista prático, espera-se que o maior volume de transações surja em torno deste ponto do
smile, e, como tal, que esta correspondência se traduza num ajustamento mais realista e
sensível ao volume de transações.
Invertendo a expressão (4.21) no caso ATM da volatilidade lognormal, obtém-se o polinó-
mio (4.24),
(1− β)2 z
24(F0 + µ)2(1−β)
α30+
1
4
βρνz
(F0 + µ)1−β
α20+
(
1 + 2− 3ρ
2
24((F0 + µ)1−β)
ν2z
)
α0−σB1 (s, u, F0;F0)(F0+µ)1−β.
(4.24)
Invertendo a expressão (4.22) no caso ATM da volatilidade normal, obtém-se o polinómio
(4.25),(
β2 + β
)2
z
24(F0 + µ)2(1−β)
α30+
1
4
βρνz
(F0 + µ)1−β
α20+
(
1 + 2− 3ρ
2
24((F0 + µ)β)
ν2z
)
α0−σN1 (s, u, F0;F0)(F0+µ)−β.
(4.25)
O valor de α0 será a menor raiz real positiva do polinómio (4.24) se se estiver no caso
lognormal e do polinómio (4.25) se se estiver no caso normal. Esta abordagem pressupõe
que β, ρ e ν tenham sido determinados à partida.
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Figura 4.2: Ajustamento ao smile de swaptions a 10 anos com maturidade residual igual
a 3 anos, com início a 2014-03-17 sendo a taxa de juro a prazo aproximadamente 0.027.
Esta aproximação do parâmetro poderá ser particularmente útil no cálculo da função
objectivo, fornecendo o parâmetro α0 que melhor se ajusta aos parâmetros de cada iteração
do algoritmo de otimização. Esta prática não dispensa, contudo, um refinamento final para
os melhores parâmeros encontrados.
Numa abordagem alternativa, implementou-se uma rotina que toma um número de
valores de arranque aleatórios no domínio admissível de β e procede à optimização dos
restantes parâmetros escolhendo os que providenciam um melhor ajustamento aos dados
de mercado.
Para optimizar (4.20) foram usadas as funções:
• nlminb da package stats do R que minimiza funções diferenciáveis não lineares com
restrições nos parâmetros[19];
• nls.lm da package minpack.lm do R e que resolve problemas não-lineares de mínimos
quadrados com recurso a uma versão do algoritmo de Levenberg-Marquardt[17].
Os resultados obtidos no ajustamento da curva de volatilidade apresentam bastante
qualidade (Figura 4.2). Nesta pode observar-se que o refinamento de α0 se traduz numa
correspondência para o preço de exercício ATM. Para preços ITM, os métodos ARNH2 (β
pré-fixado com refinamento de α0) e ABRNH1 (β com multi-arranque e sem refinamento
de α0) tiveram melhores desempenhos. Para os preços OTM, a tendência inverte-se e os
desempenhos foram melhores para os métodos ARNH1 (β pré-fixado sem refinamento de
α0) e ABRNH2 (β com multi-arranque e refinamento de α0).
Os resultados poderão variar de acordo com o preço de exercício considerado (Figura 4.3),
com a maturidade associada à curva de volatilidade (Figura 4.4), características conjuntu-
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Figura 4.3: Distribuição dos erros por preço de exercício e por metodologia utilizada.
rais do mercado, aproximações utilizadas, métodos, algoritmos de otimização e hardware.
Os procedimentos ARNH1O e ARNH2O são calibrações onde se utilizou a aproximação
da volatilidade de Obłój e ARNH1H e ARNH2H são calibrações onde se utilizou a apro-
ximação da volatilidade de Hagan.
O método utilizado foi o ARNH2O por apresentar erros relativos menores e por envolver
menor tempo de computação.
Para as várias maturidades residuais obtiveram-se, para os dados apresentados, os se-
guintes parâmetros (Tabela 4.1).
Para maiores maturidades residuais, verifica-se
• uma tendência decrescente de α0 de acordo com a ideia que os negócios de maior
volatilidade são os de curto prazo.
• uma tendência decrescente, em valor absoluto, de ρ que se explica pela menor in-
fluência que o acontecimento no presente tem nas decisões para longo prazo.
• uma tendência decrescente de ν seguindo a mesma linha de raciocínio de α0.
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Figura 4.4: Distribuição dos erros por maturidade residual da opção e por metodologia
utilizada.
4.4 Função de densidade de probabilidade
Uma vez introduzidas algumas variantes para calibração do modelo SABR, é possível agora
estimar a função densidade de probabilidade de F (t) condicionada pela σ−álgebra F(t),
por simulação de Monte Carlo.
Nesta secção apresentam-se duas alternativas - métodos de Euler e de Milstein - para a
discretização do sistema equações (4.1). Serão ainda apresentadas duas formas de calcular
a função de densidade de probabilidade analiticamente - Breeden & Litzenberger (secção
1.17) e Hagan, Lesniewski e Woodward (HLW)[12].
4.4.1 Geração de variáveis aleatórias correlacionadas
A simulação por métodos de Monte Carlo de processos estocásticos compreende a amos-
tragem de variáveis aleatórias correlacionadas.
Notação 4.1. Nota-se por M(R)m×n o conjunto das matrizes reais com m linhas e n
colunas.
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Mat. Res. α0 β ρ ν
3 meses 0.040 0.5 −0.294 0.878
6 meses 0.044 0.5 −0.819 1.400
1 anos 0.050 0.5 −0.866 1.650
2 anos 0.044 0.5 −0.600 1.240
3 anos 0.041 0.5 −0.580 1.280
4 anos 0.044 0.5 −0.498 0.649
5 anos 0.048 0.5 −0.739 0.730
7 anos 0.043 0.5 0.063 0.021
10 anos 0.041 0.5 0.213 0.009
15 anos 0.039 0.5 0.122 0.004
20 anos 0.036 0.5 0.583 0.017
25 anos 0.033 0.5 0.026 0.011
30 anos 0.030 0.5 0.117 0.002
Tabela 4.1: Parâmetros obtidos para o melhor ajustamento: ARNH2O. Fixou-se β = 0.5
.
Seja C ∈ M(R)n×n a matriz de covariância da variável aleatória Y ∈ M(R)n×1 com
média zero então C = E(Y Y T ) é simétrica e vai-se admitir que é definida positiva.
Pela decomposição de Cholesky tem-se C = LL−1, onde L é uma matriz triangular infe-
rior.
Seja X ∈ M(R)n×1 uma variável aleatória que segue uma distribuição normal multivari-
ada, X ∼ N (0, I), onde I ∈M(R)n×n denota a matriz identidade.
Seja Z = LX uma variável aleatória com média 0 e matriz de covariância C. Portanto, a
variável aleatória Z tem C como matriz de covariância.
Desta forma é possível gerar os movimentos Brownianos que governam os processos Fk e
αk especificando a correlação entre ambos.
4.4.2 Discretização do modelo SABR
Seja t0 a data atual e t a data para a qual se deseja obter uma estimativa de F (t). Seja
n ∈ N o número de passos de tempo ti, compreendidos entre t0 e t, tais que ti = i · t−t0n ,
com i ∈ {0, · · · , n− 1}.
Serão apresentadas aproximações numéricas das equações diferenciais estocásticas do sis-
tema (4.1) obtidas pelos métodos de Euler-Maruyama e de Milstein.
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• Discretização de Euler-Maruyama:
A reescrita de (4.1) de acordo com a discretização de Euler-Maruyama é
Fˆ (ti+1) = Fˆ (ti) + αˆ(ti)Fˆ (ti)β∆WFˆ (ti+1) (4.26)
αˆ(ti+1) = αˆ(ti) + ναˆ(ti)∆Wαˆ(ti+1), (4.27)
onde Fˆ e αˆ são os processos F e α discretizados. A componente aleatória é gerada
como foi referido na secção 4.4.1. O incremento dos processos de Wiener são
∆WFˆ (ti+1) =
√
ti+1 − tiZ(ti+1) (4.28)
∆Wαˆ(ti+1) =
√
ti+1 − ti
(
ρZ(ti+1) +
√
1− ρ2Y (ti+1)
)
(4.29)
Finalmente, substituindo 4.28 e 4.29 em 4.26 e 4.27, respectivamente, o método de
Euler para o modelo SABR é
Fˆ (ti+1) = Fˆ (ti) + αˆ(ti)Fˆ (ti)β
√
ti+1 − tiZ(ti+1)
αˆ(ti+1) = αˆ(ti) + ναˆ(ti)
√
ti+1 − ti
(
ρZ(ti+1) +
√
1− ρ2Y (ti+1)
)
,
onde Y (ti+1) e Z(ti+1) são realizações na data ti+1 das variáveis aleatórias Y e Z
que seguem uma distribuição normal de média 0 e variância 1.
• Discretização de Milstein:
O método de Milstein[21] permite discretizar equações diferenciais estocásticas com
ordens de convergência mais altas, o que permite aumentar a precisão da aproxima-
ção em detrimento de um menor número de operações em cada simulação.
Pela discretização de Milstein, no caso do modelo SABR o processo F fica
Fˆ (ti+1) =Fˆ (ti) + αˆ(ti)Fˆ (ti)β∆WFˆ (ti+1) +
1
2βαˆ(ti)
2Fˆ (ti)(2β−1)
((
∆WFˆ (ti+1)
)2 −∆t)
e o processo da volatilidade α é, no caso discreto,
αˆ(ti+1) =αˆ(ti) + ναˆ(ti)∆Wαˆ(ti+1) +
1
2ν
2αˆ(ti)
(
(∆Wαˆ(ti+1))2 −∆t
)
.
A versão discretizada da componente estocástica do modelo é
Fˆ (ti+1) =Fˆ (ti) + αˆ(ti)Fˆ (ti)β
√
ti+1 − tiZ(ti+1) (4.30)
+12βαˆ(ti)
2Fˆ (ti)(2β−1)
(
Z(ti+1)2 − 1
)√
ti+1 − ti
αˆ(ti+1) =αˆ(ti) + ναˆ(ti)
√
ti+1 − ti
(
ρZ(ti+1) +
√
1− ρ2Y (ti+1)
)
(4.31)
+12ν
2αˆ(ti)
((
ρZ(ti+1) +
√
1− ρ2Y (ti+1)
)2
− 1
)√
ti+1 − ti
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e
∆WFˆ (ti+1) = Z(ti+1)
√
ti+1 − ti (4.32)
∆Wαˆ(ti+1) =
((
ρZ(ti+1) +
√
1− ρ2Y (ti+1
)2
− 1
)√
ti+1 − ti. (4.33)
Algoritmo de simulação.
Fixado o número de simulações Nsim e o número de passos de tempo Nstep até à data
t, considera-se o seguinte procedimento para o método de Milstein, sendo análogo para o
método de Euler-Maruyama:
• Para cada n ∈ {1, · · · , Nsim} amostram-se Nstep variáveis aleatórias Yn,i ∼ N(0, 1)
e Nstep variáveis aleatórias Zn,i ∼ N(0, 1) com i ∈ {1, · · · , Nstep}.
• Para cada i ∈ {1, · · · , Nstep}
- calculam-se ∆WFˆ (ti+1) (4.33) e ∆Wαˆ(ti+1) (4.32) com Yn,i e Zn,i;
- calcula-se o valor αˆ(ti+1) (4.31) com ∆Wαˆ;
- calcula-se o valor Fˆ (ti+1) (4.30) com αˆ(ti+1) e ∆WFˆ .
4.4.3 Densidade de probabilidade
Uma das ferramentas mais importantes que o modelo SABR permite obter é a função de
densidade de probabilidade do preço futuro de um ativo financeiro.
Considere-se um conjunto de caplets sobre Fk(tk−1) contratados na data s e que dife-
rem no preço de exercício y. A função p(Fk(tk−1), tk−1) pode ser aproximada a partir
desse conjunto de caplets através da relação (1.17) especificando os restantes parâmetros,
em particular a volatilidade calibrada pelo modelo SABR. Fixando ∆y pelo método das
diferenças finitas obtém-se,
p (Fk, tk−1) ≈ pˆi(H
E(tk−1, tk, y −∆y))− 2pˆi(HE(tk−1, tk, y)) + pˆi(HE(tk−1, tk, y + ∆y))
∆y2 .
(4.34)
O mesmo resultado é válido para floorlets.
Aproximação de HLW
Seja t a data atual e considere-se a data u > t.
Em [12] é apresentado um procedimento para obter assimptoticamente a função de den-
sidade de probabilidade de F (u) com maior precisão e que visa corrigir alguns problemas
de convergência relacionados com preços de exercício baixos e com o comportamento do
72 CAPÍTULO 4. MODELO SABR
modelo quando F (u) tende para zero.
Seja z = u − t. O resultado principal de [12] é a fórmula assimptótica da densidade de
probabilidade de F (u) condicionada pela σ−álgebra F(t),
p(t, u, F (t), α(t)) = 1√
2piz
1
α(t)C(F (t))I 32
exp
(
− D
2
2zν2
)
.
(
1 + α(t)C
′(F (t))D
2ν
√
1− ρ2I −
1
8zν
2
(
1 + α(t)C
′(F (t))D
2ν
√
1− ρ2I +
6ρα(t)C ′(F (t))
ν
√
1− ρ2I2 cosh(D)
−
(
3
(
1− ρ2)
I
+ 3α(t)C
′(F (t))
(
5− ρ2)D
2ν
√
1− ρ2I2
)
sinh(D)
D
)
+ . . .
)
, (4.35)
onde
C(x) = (x+ s)β, se 0 ≤ β < 1,
ζ =

ν
α(t)
(F (t)+µ)1−β−(y+µ)1−β
1−β , se 0 < β < 1,
ν
α(t) log
(
F (t)+µ
y+µ
)
, se β = 1,
I(ζ) =
√
ζ2 − 2ρζ + 1 = cosh(D(ζ))− ρ sinh(D(ζ)),
D(ζ) = log
(√
ζ2 − 2ρζ + 1 + ζ − ρ
1− ρ
)
,
Esta abordagem permite não só calcular uma aproximação analítica da densidade de pro-
babilidade como comparar com a densidade de probabilidade obtida por simulação de
Monte Carlo.
De acordo com as abordagens descritas para as etapas de calibração do modelo e previsão
de preços futuros foram desenvolvidas funções em linguagem R para efetuar simulações.
De seguida serão apresentados alguns desses resultados.
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4.4.4 Resultados para taxas de swap associadas à taxa EURIBOR a 6
meses
Considere-se uma swaption contratada na data s, com data de exercício tm sobre um con-
trato de swap com maturidade na data tn, preço de exercício y, e em que S = (Sm,n(t))t≤tm
é o processo das taxas de juro simples a prazo (1.34) sobre o qual se exerce a opção, como
definido em (4.3).
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Figura 4.5: Caminhos aleatórios médios obtidos para os processos F e α da taxa de juro de
swap a 3 meses com tenor de 10 anos com dados de 17-03-2014 . Nstep = 27 e Nsim = 104.
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Figura 4.6: Caminhos aleatórios médios obtidos para os processos F e α da taxa de juro
de swap a prazo a 10 anos com tenor de 10 anos com dados de 17-03-2014. Nstep = 236 e
Nsim = 104.
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Figura 4.7: Funções de densidade de probabilidade e de distribuição da taxa de juro de
swap F a prazo a 3 meses com tenor de 10 anos com dados de 17-03-2014.
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Figura 4.8: Funções de densidade de probabilidade e de distribuição da taxa de juro de
swap F a prazo a 10 anos com tenor de 10 anos com dados de 17-03-2014.
As funções de densidade de probabilidade obtidas pela via analítica (4.34), a que se
chamou Hagan, e pela via de simulação de Milstein são semelhantes. O investidor pode
agora tomar decisões para a compra ou venda de uma opção europeia associada a esta
taxa futura, com uma referência probabilística para o risco em que incorre.
4.4.5 Resultados para a taxa EURIBOR a 6 meses
Para chegar aos resultados apresentados de seguida foi necessário fazer o stripping da vo-
latilidade utilizando caps de mercado antes de proceder à calibração do modelo e posterior
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simulação. Por se estar a considerar a EURIBOR a 6 meses a prazo associada a um caplet
com o mesmo tenor, as taxas de juro previstas são mais baixas quando comparadas com
os resultados para taxas de juro de swap. Esta característica do exemplo dado revela que
para taxas muito próximas de 0 as funções de densidade obtidas analiticamente e por si-
mulação começam a divergir. O que foi reforçado com testes realizados para outras datas
e que não são apresentados.
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Figura 4.9: Funções de densidade de probabilidade e de distribuição da EURIBOR a 6
meses considerando caplets a 3 anos de 17-03-2014.
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Figura 4.10: Funções de densidade de probabilidade e de distribuição da EURIBOR a 6
meses considerando caplets a 8 anos e 6 meses de 17-03-2014.
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Conclusões
A investigação desenvolvida no decorrer deste trabalho permitiu tomar consciência da im-
portância de alguns instrumentos estruturais do mercado financeiro como sejam as taxas
LIBOR ou EURIBOR. Em torno destes instrumentos há um enorme leque de derivados,
por exemplo taxas de juro indexadas, derivados vanilla ou derivados exóticos que são in-
fluenciados pela sua dinâmica.
No decorrer dos trabalhos, uma das dificuldades encontradas prendeu-se com o difícil
acesso a dados OTC2, o que reforça a ideia de que o mercado de taxas de juro é estrutural
e tem poucos intervenientes, comparativamente com outros sectores do mercado financeiro
como o Forex.
No plano inicial pretendia-se estudar o modelo SABR-LMM [25] onde se introduz dinâ-
mica à superficíe de volatilidade calibrada pelo modelo SABR. O modelo HJM é utilizado
neste contexto e por isso foi apresentada a extensão do modelo HJM em tempo discreto
ao caso em que tem L factores estocásticos.
O software foi desenvolvido de forma genérica, ou seja, em trabalhos futuros a estrutura
das funções programadas para o modelo SABR poderá incorporar a implementação do
modelo SABR-LMM sem dificuldades de maior.
O contacto com dados financeiros OTC permitiu tomar consciência da complexidade in-
troduzida pelas convenções de mercado e pelas próprias entidades que gerem estas fontes
de informação. Um exemplo disso é a reconhecida arbitrariedade na escolha do método de
stripping da volatilidade que é usado para gerar dados artificiais que servem para calibrar
os modelos que a maioria dos investidores toma como referência, por exemplo caplets.
Como foi descrito, o stripping da volatilidade é essencial para a calibração do modelo
SABR, um dos modelos de referência para os investidores. Neste trabalho foi usado o
método de bootstrapping para o algoritmo de stripping, o qual teve bons desempenhos nos
testes desenvolvidos.
Do ponto de vista da calibração há um aparente overfitting aos dados de mercado. Uma
2Over-the-counter.
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alternativa seria, recorrendo ao histórico da volatilidade numa janela temporal de alguns
dias, por exemplo 3 dias, aumentar o conjunto de dados utilizados na calibração do mo-
delo. Na pesquisa desenvolvida percebeu-se que, por um lado, é prática do mercado fixar
previamente parâmetros do modelo estimando os outros (acautelando fenómenos de over-
fitting) e, por outro lado, não fazer com uma frequência diária uma calibração do modelo
não estando aparentemente de acordo com o que os grande investidores fazem, pode levar
a que quem não siga as práticas usuais "fique fora do mercado". Os resultados obtidos
com o modelo SABR são satisfatórios. Como exemplo foram escolhidos expiries baixos
comparativamente aos que são tipicamente utilizados na literatura para mostrar que o
modelo funciona. Observa-se que mesmo para expiries mais baixos o modelo tem bons
resultados.
A forte componente computacional contribuiu para a necessidade de perceber detalhada-
mente cada passo que vai desde a interpretação e organização dos dados, criação de funções
de preparação de dados, funções para o cálculo de elementos instrumentais relacionados
com as estruturas a prazo das taxas de juro como sejam taxas de juro de swap a prazo
ou fatores de desconto, funções para organização de datas de acordo com as convenções
de mercado, funções para a calibração do modelo SABR com as variantes detalhadas no
capítulo 4, funções para a simulação de um processo estocástico tendo por base a calibra-
ção do modelo SABR e as equações estocásticas que o governam e, funções para cálculo
analítico e para a simulação da densidade de probabilidade de um preço futuro.
O presente trabalho reúne conteúdos importantes para um melhor entendimento da cali-
bração do modelo SABR, algo que presentemente não consta da literatura em Português.
Como trabalho a realizar no futuro seria interessante implementar computacionalmente o
modelo SABR-LMM pela dinâmica que introduz na superfície de volatilidade utilizando o
modelo SABR, como já tinha sido mencionado. Uma segunda abordagem interessante se-
ria introduzir mudanças de regime no modelo que caracterizem conjunturas atípicas como
sejam catástrofes naturais ou alterações de estratégias económicas usando, por exemplo,
modelos semi-markovianos que conduzam o processo de mudança de regime.
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Apêndice A
Lista de Funções
Nome da Função Descritivo
YearFraction Cálculo do tempo entre datas em anos segundo as conven-
ções de mercado.
ir2fr Cálculo da taxa de juro livre de risco a prazo a partir da
estrutura a prazo observada das taxas de juro à vista.
zr2fsr Cálculo da taxa de swap a prazo a partir de uma curva de
desconto.
EuropeanOption Cálculo do preço de uma opção europeia pela fórmula de
Bachelier ou pela fórmula de Black Scholes.
CapletPriceBlack Cálculo do preço de um caplet pelo modelo de Black.
Price2BlackIvol Cálculo da volatilidade implícita de uma opção europeia.
CapPriceBlack Cálculo do preço dos caps artificiais gerados no algoritmo de
stripping da volatilidade.
CapVolStripBoot Algoritmo de stripping da volatilidade.
CapletResetDates Cálculo de todas as datas relevantes para o algoritmo de
stripping.
Tabela 2: Descrição de algumas funções programadas: taxas de juro, datas e stripping da
volatilidade.
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Lista de Funções
Nome da Função Descritivo
SABR.IVol Cálculo das volatilidades normal e lognormal pelas aproxi-
mações de Hagan e Obloj.
SABR.optimARN Calibração de α0, β, ρ, ν com β fixo. Permite refinamento
de α0, e aproximações de Hagan ou de Obloj para volatili-
dades normais ou lognormais.
SABR.optimABRN Calibração de α0, β, ρ, ν. Primeiro optimiza β com os res-
tantes parâmetros fixados. Chama SABR.optimARN dando
o melhor β como argumento.
SABR.MonteCarlo Simulação por métodos de Monte Carlo a taxa de juro fu-
tura pelo método de Euler-Maruyama ou pelo método de
Milstein.
MonteCarlo.dpqfun Cálculo das funções de distribuição, densidade e quantil re-
sultantes da simulação de Monte Carlo.
SABR.FdensHagan Cálculo da densidade de probabilidade do preço futuro pela
aproximação de Hagan.
SABR.FdensHLW Cálculo da densidade de probabilidade do preço futuro pela
aproximação de HLW.
SABR.density Cálculo da densidade de probabilidade do preço futuro por
simulação de Monte Carlo (MonteCarlo.dpqfun) ou de forma
analítica pelas fórmulas de Hagan (SABR.densityHagan) ou
HLW (SABR.densityHLW).
Tabela 3: Descrição de algumas funções programadas: calibração do modelo SABR e
cálculo da densidade de probabilidade de preços futuros.
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Grupo de funções Nº de linhas de código Nº de funções
Preparação de dados ≈ 220 5
Convenções de mer-
cado
≈ 1450 51
Taxas de juro ≈ 350 19
SABR (calibração) ≈ 1000 18
SABR (densidade) ≈ 1200 8
Desmantelamento ≈ 600 5
Total ≈ 3920 106
Tabela 4: Descrição de alguns grupos de funções criados.
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